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論文摘要內容：

本研究主要探討各時點產能未受限制下之三個不同交貨日期的動

態最佳化訂單式生產計畫模式，對於任何給定之訂單要求交貨數量與交

貨日期之下，本研究試圖尋求可使得總成本為最小目標下之最佳生產計

畫，其中所考慮的總成本函數包含生產作業成本以及存貨成本等二項目

標成本函數。首先針對三階段訂單式生產問題的特性將研究問題建構為

一個可具體討論的數學模式，其後利用動態最佳化方法之變分法，藉以

尋求連續時間生產計畫之最佳解。最後，根據相關研究結果，歸納出一

個三階段訂單式生產之最佳生產計畫的決策準則，以提供生產決策者在

實務應用上之參考應用依據。

關鍵詞：尤拉方程式、變分法、角點條件
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Abstract
This study for the given quantities and delivery dates, and considers the

problem of production planning of make-to-order of three different delivery

dates with unlimited production capacity at any point in time. The

corresponding mathematical model is constructed, and the analytic method,

the dynamic optimization technique of calculus of variations, is employed

for solving the continuous time planning problem. We intend to achieve

optimal production plan for which the total cost attains its minimum. Here
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參數與函數之符號及意義

本研究所建構的數學模式，其中所使用的參數、決策變數及決策函

數之符號、意義，介紹如下：

1. 參數

1T ： 三個不同交貨日期之第一期的交貨時點（假設決策者之相對的決

策時點為 00 T ）；即第一期生產期間為 ],0[ 1T 。

2T ： 三個不同交貨日期之第二期的交貨時點，且 12 TT  ；即第二期生

產期間為 ],[ 21 TT 。

3T ： 三個不同交貨日期之第三期的交貨時點，且 23 TT  ；即第三期生

產期間為 ],[ 32 TT 。

1B ： 生產者在時點 1T 應交貨的貨品數量。

2B ： 生產者在時點 2T 應交貨的貨品數量。

3B ： 生產者在時點 3T 應交貨的貨品數量。

1c ： 單位時間內之單位貨品的生產速率的係數，其中 01 c 為常數。

2c ： 單位時間內之單位貨品的存貨成本（持有成本），其中 02 c 為常

數。

2. 決策變數（函數）

)(tW ： 時點 t 產能未受限制之三個不同交貨日期生產計畫的生產函

數，它是模式（I）的決策函數，其中 )(tW 表示在時間區間 ],0[ t

之累積生產量，且滿足 0)0( W ， 11)( BTW  ， 212 )( BBTW  ，

3213 )( BBBTW  ； )(tW 表示生產函數 )(tW 在時點 t 的生產

速率，即在時點 t 之單位時間的生產量。
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)(1 tw ： 時點 t產能未受限制之第一期生產計畫的生產函數， )(1 tw 是模式

（III）、（IV）、（V）的決策函數，其中 )()(1 tWtw  為定義在時

間區間 ],0[ 1T 之增函數。

)(2 tw ： 時點 t產能未受限制之第二期生產計畫的生產函數， )(2 tw 是模

式（III）、（IV）、（VI）的決策函數，其中 )()()( 112 TWTtWtw 

為定義在時間區間 ],0[ 12 TT  之增函數。

)(3 tw ： 時點 t產能未受限制之第三期生產計畫的生產函數， )(3 tw 是模

式（III）、（IV）、（VII）的決策函數，其中 )()()( 223 TWTtWtw 

為定義在時間區間 ],0[ 23 TT  之增函數。

1wt ： 第一期生產函數 )(1 tw 之生產起始時點，
1wt 是模式（III）、（IV）、

（V）的決策變數，其中 ]},0[,0)(|{ 111
TttwtMaxtw  ；即

0)(1 tw ，
1

0 wtt  且 0)(1 tw ， 11
Tttw  。

2wt ： 第二期生產函數 )(2 tw 之生產起始時點，
2wt 是模式（III）、（IV）、

（VI）的決策變數，其中 ]},0[,0)(|{ 1222
TTttwtMaxtw  ；

即 0)(2 tw ，
2

0 wtt  且 0)(2 tw ， )( 122
TTttw  。

3wt ： 第三期生產函數 )(3 tw 之生產起始時點，
3wt 是模式（III）、（IV）、

（VII）的決策變數，其中 ]},0[,0)(|{ 2333
TTttwtMaxtw  ；

即 0)(3 tw ，
3

0 wtt  且 0)(3 tw ， )( 233
TTttw  。

1a ： 三個不同交貨日期生產計畫中，於第一交貨日期前必須額外生

產的貨品數量， 1a 是模式（II）的決策變數，且 111)( aBTW  ，

亦即 1111 )( aBTw  ，其中 ],0[ 21 Ba  ； 
1a 為模式（II）之最佳

解。

2a ： 三個不同交貨日期生產計畫中，於第二交貨日期前必須額外生



ix

產 的 貨 品 數 量 ， 2a 是 模 式 （ II ） 的 決 策 變 數 ， 且

2212 )( aBBTW  ， 亦 即 122122 )( aaBTTw  、

23233 )( aBTTw  ，其中 ],0[ 32 Ba  ； 
2a 為模式（II）之最佳

解。



1

第一章 緒論

現實生活中在生產製品的過程裡，當產品規格型式在生產時為固

定，生產者可以先行生產，並預先存放些許的基本存貨量，以因應緊急

之需求；此種產品的生產線經常都是持續不斷的運作加以生產，並且生

產者可以隨時接受顧客的訂單、隨時出貨、如存貨生產等。但是，有些

產品的生產製造，其產品規格型式與數量必須完全依照顧客的訂單需求

而加以規劃製作，此種類型產品的製程方法就是「訂單式生產

(Make-to-Order)」：生產者依照顧客的訂單需求排訂製作即為訂單式生

產，規劃產品的生產計畫，裡面包含產品規格型式、種類、交期、價格、

數量等，以符合顧客的訂單需求。因此，訂單式生產裡並沒有預先生產

與多生產的庫存建立，而是在顧客下訂單後，才依照其需求而開始設計

規劃並製造顧客所需要的產品規格與所需數量。

1.1 研究動機

訂單式生產是一種依照顧客的訂單需求而製定的客製化生產方

式，雖然顧客的需求無法事先預測，然而對於常被訂購且數量龐大的產

品，生產者通常都會事先構建出一個生產系統；所建立訂單式生產系統

的目標是在確保生產者能在訂單交貨期間內，有足夠的產品數量可以提

供給顧客訂購。因為顧客的準確需求數量事先並不容易精準預測，而且

訂單式生產系統的模式也非排定中生產排程的「一般訂單」；進而去影

響到正常的生產排程，因此就會出現「緊急訂單（Rush Order）」的情形。

任何一個生產製程中的每一個時點，無論提供生產的資源可以充分

供應或是受到上限限制，當生產決策者決定接下一個新訂單後，以及如
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何決定該新訂單在生產期間內控制各時點的生產速率，為本篇論文的主

要內容，其中生產速率含生產函數、生產起始時點、全產能生產起使時

點及第一期交貨時要額外生產的數量。控制生產速率對於生產者而言是

要增加公司之生產利潤或減低生產總成本，將是一個很重要的決策

（Chen and Lan, 2001a, 2001b；Chen and Chu, 2003；Feichtinger and Harth,

1985）。生產速率控制的重要性在於；如果太早開始生產或生產速率過

快，不但會浪費生產作業成本，同時將快速累積其存貨成本；因此，考

慮生產作業成本與存貨成本因素，若過早開始生產或生產速率過快，都

並非為最合適的決策。反之，如果太晚開始生產或生產速率過慢，就將

無法在期限日交足產品數量而發生違約，這種損失不但包含因延遲交貨

或被退貨所造成公司財務上的損失，會讓公司損失無形的商譽，並可能

進而導致失去這些客戶之後的訂單。當生產期間內每一個時點的產能皆

受到限制時，全產能生產（即產能利用率為百分之百）的起始時點亦是

另外一個重要的決策點；此外，對三個不同交貨日期，於第一期交貨前

必須額外生產多少數量，以應付第二期之所需，第二期交貨前必須額外

生產多少數量，以應付第三期之所需，亦值得重視。就像 Soroush（1999）

指出，能符合應交貨日期是現實世界中生產計畫管理實務是最重要的目

標，也是公司贏得勝利的關鍵。

1.2 研究目的

假設在整個生產過程中，生產者所提供於生產使用的資源均能充分

無限地供應，也就是考慮產能未受到限制的問題。此時，生產決策者必

會毫無顧慮承接新訂單；在現實生活中生產實務運作上，對於某一種同

型式的產品，顧客常常會有在一個訂單中註明多個不同的交貨數量及交
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貨日期，或同時間有多個訂單而各有其不同的交貨數量及交貨日期。對

於一個生產決策者，若能規劃出一個具體的最佳生產計畫，以同時完成

此多個不同交貨狀況的訂單需求，則是一件相當重要的事。在過去的文

獻中，如在 Chen and Lan（2001a；2001b）或 Grubbstrom and Wang（2003）

工作中，不論是從廠房機器設備的可靠度或生產資源的可用性或多階段

生產，或探討生產存貨系統的隨機模式多階段產能受限，全是針對單一

交貨日期的生產計畫問題；然而，有關多個交貨日期之訂單式生產的議

題，甚至顯少提到動態生產（Dynamic Production）之層面的理論探討，

僅蔡福建(民 97)探討到二階段訂單式生產計畫最適控制模型，因此，本

研究試圖推廣蔡福建(民 97)之二階段訂單式生產計畫最適控制模型，將

從成本的構面，在各時點產能未受到限制的情況下，利用連續動態規劃

的方式來建構三個不同交貨日期之訂單式生產計畫模式，並尋求模式的

最佳解。

1.3 研究流程

本研究主要透過數學推導與資料模擬方式進行，數學推導方面主要

是利用微積分（Calculus）、變分法（Calculus of Variation）等數學運算

技巧來對所建構的數學模型加以求解；資料模擬方面則是針對數個特殊

狀況，分別進行範例分析。根據上述之內容，本論文主要探討內容分以

下五章，第一章為緒論、第二章為文獻探討、第三章為模型建構、第四

章為模式求解、第五章為結論與未來研究方向，本論文之研究流程如下

圖所示：
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圖 1.1 本論文之研究流程
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第二章 文獻探討

本篇研究討論訂單式生產所建構出的數學模式並求其最佳解，在本

章節中透過 2.1 節訂單式生產及 2.2 節變分法的介紹，利用變分法尋求

可使總成本為最小的連續時間最佳生產計畫，以提供給管理者作為生產

實務上之參考。

2.1 訂單式生產

在生產製造過程中，經常會發生緊急訂單的情形，在訂單式生產系

統中的生產者假如決定接受顧客下訂的新訂單並用插單的方式來進行

生產製作，此種訂單總稱為緊急訂單（Rush Order）。陽念華（民 95）

曾提過對於機械製造業而言，常見的排程方式多以最小到期日之派工法

則為主，當實務上遇到緊急訂單時，所執行之重排程大多需要大幅更動

原有排程之結果，而造成物料不足或生產過多之情形影響生產排程之管

控；而洪柏璿（民 96）提出干擾性插單現象係指工廠生產時未能依照

正常下單或是派工法則程序生產，而把某些訂單提前生產，改變機台原

先已優化的作業製程。但在過去的文獻上，極少有關系統性的方法來解

決其訂單分配與評估問題。突然出現的緊急訂單，通常會嚴重的對生產

者原先已排定之生產排程產生影響；如，導致一般訂單的交貨日期上的

延遲、導致機器負荷量太大的情形發生、導致存貨量的變化、導致人力

資源需重新分配、以及導致對生產者整體商譽、信譽的影響等；因此，

考量如何為企業創造最大利益，之後再來探討企業如何在獲取利潤的同

時也能維持良好的企業商譽。對於訂單式生產的生產系統規劃及排定，

是需要去重視的。由於訂單式生產所簽訂的交貨合約，往往使得生產者
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須於未來約定時點交足一定產量給下單的客戶；因此，生產者為了讓新

訂單可以如期交貨，就必須重新調整原可供生產的資源使用計畫。這樣

便會影響打亂生產者原本的生產順序，進而發生有趕工與製程相互排擠

等的情形，而這些情況在無形中將會導致生產作業成本的增加（Wu and

Chen, 1996）；此外，一個訂單式生產的公司要與他人相互競爭且需在市

場上佔有一席之地，必須要有前置準備時間上的優勢，並快速做出正確

的決策。所以，對於訂單式生產，生產決策者必須事先設計出一個能使

該生產過程的整體成本為最小（使得利潤為最大）並能準時交貨的最佳

生產計畫，並擴大公司的生產利潤並吸引顧客來此下單，達到生產管理

的目標。

由於生產者把生產廠房設備設置列為優先，產品生產計畫擺在之

後，因此生產者一般都假設產能有上限。因為廠商在接受客戶下新訂單

合約時，通常還會有些許仍在執行中的舊訂單生產合約；因此在未來新

訂單執行生產計畫中在生產期間之各時點發揮最大產能（生產者在各時

點使用所有可運用生產資源產出最大產量）型態是不為相同的。這表示

生產者在某時點所能接下的新訂單交貨日期和數量上限也會有所不

同，且使得新訂單最佳生產計畫所採行的方法也會不一樣。大多數之前

相關研究文獻主要在於排程最佳化、接受訂單之成本分析來追求利潤最

大化為目標，對生產者而言，考慮是否有能力接下一個新訂單時，是看

未來生產期間內各時點之最大產能如何分配而定。在評估未來生產期間

內每個時點可以充分提供生產資源時，才會考慮接下該訂單。訂單式生

產系統中緊急訂單問題出現時處理方式多以追求利潤為目標，陳美棟

（民 89）開發一套評估系統，提供決策者在短時間內做出緊急訂單是

否承接的最佳決策；吳銘源（民 90）以找出最適當的緊急訂單比例作



7

為是否接單的決策參考。在過去的文獻中有提到使 Enterprise Resource

Planning（ERP）系統，魏慶昌（民 94）使用模糊理論和層級分析法建

構單一訂單接單與否即時評估分析模式；劉俊輝（民 96）考慮利潤最

大化問題，應用禁忌搜尋法（Tabu Search Algorithm）探討如何決定價格、

交貨日期與排程的決定，結果發現比起以往的研究更能獲得較佳之目標

函數值。生產者在考慮是否接下該新訂單前，仍要面臨各類生產成本（或

利潤）的事先評估問題。一旦生產者決定接下該新訂單後，生產者依然

必須面臨該新訂單之最佳生產計畫的完成與控制問題。

現在的生產製造環境複雜多變化，企業大量生產製造產品不再是最

終目標，而是要去瞭解顧客的消費需求（訂單交貨期日、產品價格、產

品型式及產品品質）並使所需都得到滿足，進而才能獲利。近年來訂單

式生產環境下，經常無法準確預測出顧客所需，就會發生緊急訂單或插

單的情況。由於時代的改變；科技不斷的進步、所得相對提升，以致消

費型態受到改變，消費者對產品所需也趨於多樣化（陳俊龍，民 86），

訂單式生產以少量多變化的生產方式來滿足現今消費者的需求。在訂單

式生產系統的研究中，當廠商接到此訂單時已超過現在排定有效的預定

主生產排程，有可能需要中斷或改變現有既定之生產計畫，然後改成生

產緊急訂單。劉明恩（民 84）認為生產製造現場之高度複雜性及動態，

會造成所需生產之訂單數量通常無法如期交貨。因此，企業評估是否接

下訂單；應考慮訂單是否能獲利、交貨期日等的影響，否則使得交貨日

延期就會造成違約需付出更多的懲罰成本。此時考慮不接下訂單會是較

好選擇（Kern & Guerrero, 1990; Mohebbi and Choobineh, 2005）。

陳舜源（民 84）曾提到決策者常常依據主觀的經驗判斷，造成工

廠生產計畫經常改變造成生產線有所混亂的狀況發生。因此分別提出單
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目標成本數學模式，利用混合整數規劃的方法，計算出因接下緊急訂單

所造成生產計畫的變動，導致生產系統需要承擔額外付出的成本。接著

提出一個多目標規劃數學模式，以成本差異作為評估的方式，探討是否

接下緊急訂單的問題，由於運算時間呈現倍數成長，將違反即時性的需

求。Wu and Chen（1996, 1997）以顧客的緊急訂單為立即需求，當廠商

接到新訂單時已超過了現在排定有效的預期之主生產排程。這樣在一個

動態的市場是常見的，在相關文獻中，卻很少討論對於願意接受這樣的

訂單模式上的表示，因此生產緊急訂單所產生的成本用一個混合的整數

規劃模型計算出，而讓決策者願意接受的成本模型；另一方面，多準則

決策模型所發展出來的緊急訂單成本評估模式，計算出接下緊急訂單所

需之成本價格，可使利潤最大化而成本支出最小化，並得以獲致訂價策

略，由於問題相對複雜，亦容易違反即時性的需求。陳俊龍（民 86）

則是利用接下緊急訂單所獲得之固定報酬及在製品存貨成本、完成品存

貨成本及延遲交貨懲罰成本等成本項目，算出緊急訂單對訂單式生產系

統所產生影響的成本與進行報酬比較，以提供決策者當作是否要接下緊

急訂單的判斷及訂價的參考依據。

在一個以客製化為主的生產環境中，緊急訂單是否要接下還是使用

插單生產等，經常在生產製造系統裡發生，因此當提出發生緊急訂單和

物料短缺時，對於製造系統裡是必要重新安排生產排程。重新排程的方

法能有效地處理現階段發生的緊急訂單的承接與插單生產等，使得生產

製程更能順利進行。決策目標函數為既有工作和緊急訂單的平均製程工

作時間之權重比例，緊急訂單的權重比原本的工作訂單大，此時在新排

程裡應該把處理緊急訂單先行處理。因此，Jing et al.（2008）以螞蟻集

群最佳化演算法（Ant Colony Optimization Algorithm）來解決重新排程
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問題中可能會陷入局部最佳解的陷阱，因為在找尋排程最佳解時，所得

解可能是落在某一個區域最佳解卻不是整體最佳解。陽念華（民 95）

以限制規劃（Constraint Planning）、近代啟發式法（Modern of Heuristic），

求解滿足顧客需求並使庫存成本最小化生產排程問題。

過去文章皆討論單一階層的生產系統對評估緊急訂單是否要接下

的問題，但卻很少討論對有多階層級的供應鏈部分，詹璨嶸（民 92）

提出了一個評估模式，特別針對當不再是單一工廠的問題時發生突發性

需求變異，也必須考量是否影響到其他供應鏈成員已在執行的生產計

劃，及可能對成本或損失增加的產生，因此從供應鏈的角度表現緊急訂

單對供應鏈整體所造成的損益情形進而發展了一個數學模式。使用新、

舊生產計劃資料相互比較方式，以供應鏈之損益來決定是否要接下緊急

訂單。

2.2 變分法

變分法是研究泛函數極值問題的數學方法。早在十七世紀末，幾何

學、力學等領域相繼提出了一些有關泛函數的極值問題，促使變分法的

形成和發展迅速，近十幾年來作為現代控制理論中的最適控制理論，在

工程技術和經濟管理等領域方面受到重視且廣泛的應用。

設S 為一函數集合，若對於每一個函數 Stw )( 有一個實數 J 與之對

應，則稱 J 是定義在S 上的泛函數，記作 )]([ twJ 。 S 稱為 J 的容許函數

集。最簡單的一類泛函數可表示為 dtwwtFtwJ
t

t  2

1
),,()]([ ，其中被積函

數 ),,( wwtFF  包含自變數 t 、未知函數 )(tw 及導函數 )(tw 。泛函數

)]([ twJ 在 Stw  )( 取得極小值，是指對於任意一個與 )(tw 接近的
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Stw )( ，都有 )]([)]([ twJtWJ  。

如同函數的微分是增量的線性部分一樣，泛函數的變分是泛函數增

量的線性部分。作為泛函數的自變量，函數 )(tw 在 )(tw 的增量記作

)()()( twtwtw  也稱函數的變分。由它引起的泛函數的增量記作

)]([)]()([ twJtwtwJJ    。 如 果 J 可 以 表 示 為

)](),([)](),([ 00 twtwtwtwLJ   其中 L是 w 的線性項，而是 w

的高階項，則 L稱為泛函數在 )(tw 的變分，記作 )]([ 0 twJ 。用變動的

)(tw 代替 )(tw ，就有 )]([ twJ 。

泛函數變分的一個重要形式是它可以表示為對參數的導函數：

0|)]([)]([)]([ 



 


 twtwJtwJ (2.1.1)

這是因為當變分存在時，增量

]),([]),([)]([])([ wtwwtwLtwJwtwJJ  

根據L和的性質有

]),([]),([ wtwLwtwL  

0
]),([

lim
]),([

lim
00




w
w

wtwwtw 








因此





 

)()(
lim|)(

00
wJwwJ

wwJ








)(),(
),(),(

lim
0

wJwwL
wwwwL













利用變分法來表達(2.1.1)式可以得到泛函數極值與變分的關係：

若 )]([ twJ 在 )(0 tw 達到極值（極大或極小），則

0)]([  twJ (2.1.2)
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這是因為對任意給定的 w , )( wwJ  是變量的函數，該函數在

0 處達到極值。根據函數極值的必要條件可知：

0|)( 00 






wwJ ，於是由(2.1.1)式直接得到(2.1.2)式。討論最簡

泛函數在固定端點條件下取得極值的必要條件。泛函數和端點條件表示

為：

  2

1
)](),(,[)]([

t

t
dttwtwtFtwJ (2.1.3)

11)( wtw  , 22 )( wtw  (2.1.4)

其中F 具有二階連續偏導函數，容許函數集S 為滿足(2.1.4)式的二階可

微函數集合。

設泛函數(2.1.3)式在 )(tw 取得極值， )(tw 滿足(2.1.4)式記

)()( twt   ，滿足 0)()( 21  tt  。按照泛函數極值與變分的關係(2.1.1)

式、(2.1.2)式得

0|)]()([ 0






ttwJ (2.1.5)

對於(2.1.3)式表示的 )]()([ ttwJ  計算可得

dtwwtFwJ
t

t 00 |),,(|)( 2

1
 








  





dtwwtFwwtF
t

t ww  
2

1
]),,(),,([  (2.1.6)

對右端第二項作部分積分並利用 0)()( 21  tt  得

dtF
dt
d

dtF w
t

t

t

t w     2

1

2

1

代入(2.1.6)式並根據(2.1.5)式有 0)(2

1
  dtF

dt
d

F
t

t ww  ，因為是任意

的，由理論可得到
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0 ww F
dt
d

F (2.1.7)

(2.1.7)式稱為尤拉方程式，且是 )]([ twJ 在 )(tw 取得極值的必要條件。雖

然尤拉方程式的解只是泛函數達到極值的必要條件，但是正如解函數極

值一樣，對於實際問題通常不用檢驗它是否滿足泛函數達到極小值的充

分條件。因為極小值曲線一定存在，並滿足尤拉方程式，所以它的解就

是極小值曲線。

以單階段訂單式生產為例，當生產者答應接下這一筆新訂單時，約

定好在時點T 要交足生產貨品數量B單位時；然後根據前面的符號及函

數的定義與基本假設，可得到在時點 t之生產作業成本及存貨成本分別

為 2
1 )]([ twc  與 )(2 twc ，其中 1c 和 2c 是給定的非負常數；所以在時間區間

],[ Ttw 之總生產作業成本及總存貨成本分別為  
T

tw
dttwc 2

1 )]([ 及

dttwc
T

tw
)(2 。因此，如何尋求函數w使得其所對應之總成本為最小且能

如期交貨的數學模式，可表示如下：










0)(,)(,0)0(..
)}()]([{

0 2
2

1

twBTwwts
dttwctwcMin

T

首先假設最佳解滿足非負條件 0)( tw ，則這個限制條件 0)( tw

是沒有約束力的。從 2cFw  ， wcFw  12 ，尤拉方程式是 212 cwc  ，

或

12)( cctw ╱ (2.1.8)

尤拉方程式 212 cwc  有一種解釋， 2c 為單位存貨成本， 2
1 )]([ twc  為總生

產成本 t ，所以 wc 12 是瞬間的邊際生產成本，和 wc 12 是它的時間變化

率。因此，尤拉方程式邊際成本變化率，邊際成本存貨成本要減低在時
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間點T 提供B單位生產產品。

計算(2.1.8)式對 t 之兩次積分後，可得 211
2

2 4)( ktkctctw  ╱ ，其

中 1k 和 2k 為積分常數。進一步利用邊界條件

20)0( kw  , 211
2

2 4)( ktkcTcBTw  ╱

可得 121 4cTcTBk ╱╱  , 02 k ，因此，

TBtcTttctw ╱╱  12 4)()( , Tt 0 (2.1.9)

我們檢查(2.1.9)式滿足 0w 的條件，從(2.1.8)式可知 0w ，表示w

是一個遞增函數，因此，若 04)0( 121  cTcTBkw ╱╱ ，則對於所

有的 0t 均可滿足 0)( tw ，換言之， 0)( tw 成立的條件為

1
2

2 4cTcB ╱ (2.1.10)

因此，當(2.1.10)式成立時，最佳生產函數為(2.1.9)式，且為立即生產。

假若(2.1.10)式不成立，則必為延後生產， 0w 的限制條件必須優

先滿足。因為可行解 )(tw 的生產時間起時點 wt 會隨著可行解不同得到的

解也會有所不同，所以由可行解邊界可移性條件 (Transversality

Condition)(Kamien & Schwartz, 1991, p.57)，可得到單階段生產模型之最

佳解 )(tw 的生產起始點 wt 必須滿足下列的條件：

0)( wtw (2.1.11)

由 211
2

2 4)( ktkctctw  ╱ ，利用(2.1.11)式及 BTw )( ，可以得到

211
2

2 4)( ktkctctw  ╱ 中之兩個積分常數的解 wtck 21  及

Ttc
Tc

Bck w2

2
2

12 2
2  將此結果代入 211

2
2 4)( ktkctctw  ╱ ，並利

用 0)( wtw ，可以解得 02
2

1 
c

Bc
Ttw (即

1

2
2

4c
Tc

B  )。此時 )(tw 可以

表示如下：



14

)
24

(
24

)(
1

2

1

2
2

1

22

1

2

c
Ttc

c
Tc

B
c
tc

t
c

c
tw ww  ， ],[ Ttt w (2.1.12)

由(2.1.8)式知， )(tw 為 t 之嚴格增函數；再結合(2.1.11)式，知

0)()(  wtwtw ， ],[ Ttt w 。所以當 1
2

2 4cTcB ╱ 則為延後生產； 反

之 1
2

2 4cTcB ╱ 則為立即生產。

本研究考慮在給定訂單貨品數量與交貨日期的情況下，建構一個各

時點產能未受限制之三個不同交貨日期的訂單式生產計畫數學模式，利

用變分法尋求可使總成本為最小的連續時間最佳生產計畫，並歸納出一

個決策準則提供給管理者在生產實務上之參考。
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第三章 模型建構

假設生產者在接下三筆新訂單後，在未來的時點 1T 、 2T 、 3T 須分別

交貨數量 1B 、 2B 、 3B 單位的製成品，其中 1T 、 2T 、 3T 、 1B 、 2B 、 3B 均

為已知的參數。針對此三個不同交貨日期 1T 、 2T 及 3T 之訂單式生產的生

產計畫，生產決策者必須決定何時為生產起始時點、並以及使用何種的

生產速率來從事生產，且第一期交貨前必須額外生產多少的數量，才能

如期分別交足貨品數量並使得整個生產製程的總成本（含生產作業成

本、存貨成本）為最小。根據前面的符號及函數的定義與基本假設，可

得到在時點 t 之生產作業成本及存貨成本分別為 2
1 ))(( tWc  與 )(2 tWc ；由

於在 1T 時間點交貨量為 1B 單位，因此尚有 11)( BTW  單位的存貨量會保

留至 2T 時間點，而在 2T 時間點交貨量為 2B 單位，因此尚有

)()( 212 BBTW  單位的存貨量會保留至 3T 時才一併出清，也因此，在

時 間 區 間 ],[ 21 TT 、 ],[ 32 TT 之 累 積 產 量 函 數 分 別 為 1)( BtW  、

)()( 21 BBtW  。故在時間區間 ],[ 1 nn TT  ， 3,2,1n ，之總生產作業成

本及總存貨成本分別為

dttWcn

n

T

T


1

2
1 ))(( ， 
















n

n

T

T

n

i
iBtWc

1

1

0
2 )(

使用前面所介紹的函數及參數符號，則可以得到三個不同交貨日期

之生產計畫的數學模式，如下：

（I）






























 







],0[,0)(,

)(,)(,)(,0)0(..

)())((

3

321321211

3

1

1

0
2

2
1

1

TttW

BBBTWBBTWBTWWts

dtBtWctWcMin
n

T

T

n

i
i

n

n
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利用變數變換的方法，可將模式（I）中之第二、第三個積分式重新表示

如下：




��TT
TTBTWcdtTWTtWcTtWc12

0 12112112
2

11 )]()([)]}()([)]([{




23

0 23222222
2

21 )]()([)]}()([)]([{
TT

TTBTWcdtTWTtWcTtWc

此時若對於任意給定模式（I）的一個可行解 )(tW ，該可行解 )(tW 可對

應一組函數 ))(),(),((),,( 321321 twtwtwwww  ，其中














23223

12112

11

0,)()()(
0,)()()(
0,)()(

TTtTWTtWtw
TTtTWTtWtw

TttWtw
(3.1)

反之，若對於任意給定之一組函數 ),,( 321 www ，其中 )(1 tw 為定義在時

間區間 ],0[ 1T 之增函數， )(2 tw 為定義在時間區間 ],0[ 12 TT  之增函數，

而 )(3 tw 為定義在時間區間 ],0[ 23 TT  之增函數，則由公式(3.1)可知，函

數 ),,( 321 www 亦可對應模式（I）之一個可行解 )(tW 。除此之外，由於

模 式 （ I ） 中 之 限 制 條 件 要 求 11)( BTW  、 212 )( BBTW  且

3213)( BBBTW  ，故存在兩個實數 1a 與 2a ，其中 ],0[ 21 Ba  、

],0[ 32 Ba  ， 使 得 111)( aBTW  且 2212 )( aBBTW  ， 亦 即

1111 )( aBTw  、 122122 )( aaBTTw  、 23233 )( aBTTw  。於是

模式（I）可進一步表示為

（II） ),( 21
],0[],,0[ 3221

aafMin
BaBa 

其中
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（III）















































],0[,
0)(,)(,0)0(

],0[,
0)(,)(,0)0(

],0[,0)(,)(,0)0(..
)]()([

)]())(([

)]())(([

)]())(([

),(

23

3232333

12

21221222

1111111

2321212

0 32
2

31

0 22
2

21

0 12
2

11
),,(

21

23

12

1

221

TTt
twaBTTww

TTt
twaaBTTww

TttwaBTwwts
TTaTTac

dttwctwc

dttwctwc

dttwctwcMin

aaf

TT

TT

T

www

由於單一交貨日之訂單式生產系統中包含兩種情形：取得訂單後即

應立即生產（Immediate Production），才能在交貨日有足夠產品數量可

以交付；另一種則是延後生產（Deferred Production），即因訂單數量不

多無須立即生產，可於一段時間後再行生產。因此，為涵蓋立即生產與

延後生產等兩種情形，本研究考慮較模式（III）更為一般化的模型，即

對 於 任 意 給 定 之 函 數 ),,( 321 www ， 若 定 義

]},0[,0)(|{ 111
TttwtMaxtw  、 ]},0[,0)(|{ 1222

TTttwtMaxtw 

以及 ]},0[,0)(|{ 2333
TTttwtMaxtw  ，則模式（III）中 ),( 21 aaf 之三

個積分式可分別改寫為

dttwctwc
TT

tw



01

1

)]())(([ 12
2

11 ， dttwctwc
TT

tw



12

2

)]())(([ 22
2

21 ，

dttwctwc
TT

tw



23

3

)]())(([ 32
2

31

因此， ),( 21 aaf 可進一步表示為模式（IV）
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


















































],[,
0)(,)(,0,0)(

],[,
0)(,)(,00,)(

],[,

0)(,)(,0,0)(..
)]()([

)]())(([

)]())(([

)]())(([

),(

23

3232333

12

21221222

1

111111

2321212

32
2

31

22
2

21

12
2

11

21

3

33

2

22

1

11

23

33

12

22

1

11

TTtt
twaBTTwttw

TTtt
twaaBTTwttw

Ttt

twaBTwttwts
TTaTTac

dttwctwcMin

dttwctwcMin

dttwctwcMin

aaf

w

ww

w

ww

w

ww

TT

tw

TT

tw

T

tw

w

w

w

對給定之非負實數 1a 與 2a ，可得模式（IV）之可行解為 ),,( 321 www ，其

中 )(1 tw 、 )(2 tw 與 )(3 tw 均可視為 1a 與 2a 的函數。令 
1a 與 

2a 為模式（II）

的最佳解、 )(* tW 為模式（I）的最佳解；若能尋得最佳解 
1a 與 

2a ，則就

可以得到 )(* tW ，因此首先將致力於尋找最佳解 
1a 與 

2a 。

若令 ),( 2111 aaLL  、 ),( 2122 aaLL  及 ),( 2133 aaLL  分別為模式

（V）、（VI）、（VII）在其最佳解時的目標函數，其中

（V）









],[,0)(,)(,0,0)(..

)]())(([

1111111

12
2

11

111

1

11

TtttwaBTwttwts

dttwctwcMin

www

T

tw w

（VI）

















],[,

0)(,)(,0,0)(..

)]())(([

12

21221222

22
2

21

2

22

12

22

TTtt

twaaBTTwttwts

dttwctwcMin

w

ww

TT

tw w

（VII）












],[,0)(,)(,0,0)(..

)]())(([

233232333

32
2

31

333

23

33

TTtttwaBTTwttwts

dttwctwcMin

www

TT

tw w
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則模式（IV）可以改寫成為

)()(),( 2322121232121 TTacTTacLLLaaf  。
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第四章 模式求解

為瞭解各模式最佳解之間的關係，本研究首先探討端點(Endpoint)

不等式限制式之角點條件(Weierstrass-Erdmann Corner Condition)，藉此

獲知模式（I）最佳解之特性，其後推論模式（II）之最佳解 
1a 與 

2a ，並

依據相關研究結果，提供一個具體可行之模式（I）最佳解求解流程。

4.1 角點條件

若 不 考 慮 模 式 （ I ） 中 之 二 個 限 制 條 件 11)( BTW  以 及

212 )( BBTW  ，模式（I）可視為單一交貨日期訂單式生產模式，此時

最佳解必滿足尤拉方程式，其中積分常數將由端點條件 0)0( W 與

3213 )( BBBTW  所決定；而最佳解應區分為立即生產與延後生產二

種情形討論，則是為了符合限制條件 0)( tW 之要求。本研究首先探討

單一交貨日期訂單式生產模式在多了二個限制條件 11)( BTW  以及

212 )( BBTW  時，模式最佳解 )(* tW 之特性。

考慮一個決策函數為 )(tW 之最佳化模式

dtWWtF
T

T 3

0
),,( 限制條件為 0)(,)(,)(

30 30  tWWTWWTW TT (4.1.1)

其中 )(tW 為片段平滑（Piecewise Smooth）函數；亦即 )(tW 在區間 ],[ 30 TT

上須為連續（Continuous）函數，且除了在少數幾個時點外，須為連續

可微（Continuous Derivative）。假設模式(4.1.1)之最佳解 )(* tW 為在區間

],[ 30 TT 上的片段平滑函數，僅在二個時點 1T 與 2T 上為連續不可微。由於

模式(4.1.1)之目標函數可表示為
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dtWWtFdtWWtFWWtFdtWWtF
T

T

T

T

T

T

T

T
),,(),,(),,(),,( 3

2

2

1

1

0

3

0
  (4.1.2)

假設
1

)( 1 TWTW  且
2

)( 2 TWTW  ，則當 ],0[ 1Tt 時，模式(4.1)之最佳解

)(* tW 必為

dtWWtF
T

T 1

0
),,( 限制條件為 0)(,)(,)(

10 10  tWWTWWTW TT (4.1.3)

之最佳解；而當 ],[ 21 TTt 時，模式(4.1)之最佳解 )(* tW 必為

dtWWtF
T

T 2

1
),,( 限制條件為 0)(,)(,)(

21 21  tWWTWWTW TT (4.1.4)

之最佳解；且當 ],[ 32 TTt 時，模式(4.1.1)之最佳解 )(* tW 必為

dtWWtF
T

T 3

2
),,( 限制條件為 0)(,)(,)(

32 32  tWWTWWTW TT (4.1.5)

之最佳解。倘若任一子模式(4.1.3)、(4.1.4)、(4.1.5)之目標函數值並非最

佳，吾人得以該子模式較佳的解取代在各該區間對應之 )(* tW 函數關係

後，三個子模式目標函數值的和亦將隨之而改進，因此，若 )(* tW 為模

式(4.1.1)之最佳解， )(* tW 亦為三個子模式(4.1.3)、(4.1.4)、(4.1.5)之最佳

解，此時最佳解 )(* tW 在三個區間 ],[ 10 TT 、 ],[ 21 TT 、 ],[ 32 TT 中，均滿足

尤拉方程式 dtdFF WW  。雖然 )(* tW 在三個區間上均滿足同一尤拉方

程式，但由於區間端點的不同將導致積分常數不同的結果，若欲以三個

子模式 (4.1.3)、 (4.1.4)、 (4.1.5)之最佳解來求得模式 (4.1.1)之最佳解

)(* tW ，可藉由二個端點 ),(
11 TWT 與 ),(

22 TWT 所需滿足的角點條件來瞭解

模式(4.1.1)最佳解 )(* tW 的特性。

首先考慮一般化情形，假設 1T 、 2T 、
1TW 與

2TW 均可被最佳選取，使

得其所對應之目標函數(4.1.2)已為最佳數值。相較於 1T 、 2T 、
1TW 、

2TW ，

對於任何的可能修正數值 1T 、 2T 、
1TW 、

2TW ，由於 )(* tW 在區間
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],[ 30 TT 上連續，若子模式(4.1.3)之端點 ),(
11 TWT 變動，則子模式(4.1.4)之

端點 ),(
11 TWT 亦隨之變動；而子模式(4.1.4)之端點 ),(

22 TWT 變動，子模式

(4.1.5)之端點 ),(
22 TWT 亦同時變動。為了求得在 1T 、 2T 、

1TW 與
2TW 附近

些微變動所產生的目標函數(4.1.2)之變動量，應先行計算三個子模式

(4.1.3)、(4.1.4)、(4.1.5)之目標函數變動量。由 Kamien & Schwartz (1991)

可知，對於型如




 n

n

T

T
dtWWtFJ

1
),,(

之目標函數而言，其變動量 J 可表示為

11
|)(||)(  

 nTWTTWnTW TFWFWFTFWFJ
nnnn



   n

nnn

T

T WWTTW dthdtdFFWF
111

)(|  (4.1.6)

由於三個子模式之最佳解均應滿足尤拉方程式，故公式(4.1.6)中之積分

項均等於零；而各時間點 0T 、 1T 、 2T 、 3T 均假設為已知之固定常數，因

此， 03210  TTTT  ，換言之，公式(4.1.6)可簡化為

11
||

 
nnnn TTWTTW WFWFJ 

就子模式(4.1.3)來說，由於 0
0
TW ，故 0

0
TW ；而

1TW 之可能取值僅有

下限要求 1B ，若其值由
1TW 變動至 )(

11 TT WW  ，該目標函數之變動量為

11
| TTW WF 

其中上標“-”表示左極限；就子模式(4.1.4)來說，由於
1TW 與

2TW 之取值僅

有下限要求 1B 與 )( 21 BB  ，若由
1TW 變動至 )(

11 TT WW  ，而
2TW 變動至

)(
22 TT WW  ，則該目標函數之變動量為

1122
|| TTWTTW WFWF    

其中上標“+”表示右極限；就子模式(4.1.5)來說，由於 3213
BBBWT  ，
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故 0
0
TW ，而

2TW 之取值僅有下限要求 )( 21 BB  ，若其值由
2TW 變動至

)(
22 TT WW  ，則該目標函數之變動量為

22
| TTW WF 

目標函數(4.1.2)之總變動量即為三個子模式(4.1.3)、(4.1.4)、(4.1.5)之目

標函數變動量的和，即

22112211
|||| TTWTTWTTWTTW WFWFWFWFJ     (4.1.7)

由於模式（I）之最佳解 )(* tW 可使目標函數總成本為最小，對於其他可

行解來說，其所對應之總成本必定不會高於最小總成本，因此，總成本

總變動量(4.1.7)必滿足大於或等於零的條件，即 0J 。基於限制條件

11)( BTW  以及 212 )( BBTW  ，最佳解 )(* tW 可區分為下列 4 種形式：

1. 當 11
* )( BTW  且 212

* )( BBTW  （即 01 a 且 02 
a ）時，則 0

1
TW

且 0
2
TW ， 則 在 0J 的 條 件 下 ， 0)||(

11
   TWTW FF 且

0)||(
22

   TWTW FF ，亦即   
11

||
TWTW FF 且   

22
||
TWTW FF ；也就

是說，可將三階段訂單式生產模式視為由三個單階段模式所組合而

成的，三個單階段模式各自求解其最佳生產函數，而模式（I）之最

佳解 )(* tW 即為由三個單階段訂單式生產模式之最佳生產函數所組

成。

2. 當 11
* )( BTW  且 212

* )( BBTW  （即 01 a 且 02 
a ）時，則

0
1
TW ，而

2TW 無符號限制，因此，在 0J 的條件下，

0)||(
11

   TWTW FF 且 0)||(
22

   TWTW FF ，亦即   
11

||
TWTW FF 且

  
22

||
TWTW FF ；也就是說，可將三階段訂單式生產模式視為由二個

單階段模式所組合而成的，其中原模式之第一階段自成單一階段模
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式求解，而原模式之第二與第三階段應合併為另一單階段模式求

解，模式（I）之最佳解 )(* tW 即為由第一階段訂單式生產模式之最

佳生產函數，以及第二與第三階段合併而成的單階段訂單式生產模

式之最佳生產函數所組合而成。

3. 當 11
* )( BTW  且 212

* )( BBTW  （即 01 a 且 02 
a ）時，則

1TW 無

符號限制，而 0
2
TW ，則在 0J 的條件下， 0)||(

11
   TWTW FF

且 0)||(
22

   TWTW FF ，亦即   
11

||
TWTW FF 且   

22
||
TWTW FF ；也

就是說，可將三階段訂單式生產模式視為由二個單階段模式所組合

而成的，其中原模式之第一與第二階段應合併為單一階段模式求

解，而原模式之第三階段自成另一單階段模式求解，模式（I）之最

佳解 )(* tW 即為由第一與第二階段合併而成的單一階段訂單式生產

模式之最佳生產函數，以及第三階段訂單式生產模式之最佳生產函

數所組合而成。

4. 當 11
* )( BTW  且 212

* )( BBTW  （即 01 a 且 02 
a ）時，則

1TW 與

2TW 均無符號限制，因此，在 0J 的條件下， 0)||(
11

   TWTW FF

且 0)||(
22

   TWTW FF ，亦即   
11

||
TWTW FF 且   

22
||
TWTW FF ；也

就是說，可將三階段訂單式生產模式視為一個單階段模式，即原模

式之三個階段應合併為單一階段模式求解，模式（I）之最佳解 )(* tW

即為由三個階段合併而成的單階段訂單式生產模式之最佳生產函

數。

4.2 模式（II）之最佳解 
1a 與 

2a

由於模式（V）、（VI）、（VII）均可視為給定非負實數 1a 與 2a 之單一
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交貨日期的最佳生產計畫模式，首先利用變分法來找尋各該模式之最佳

解。若令 00 a 、 03 a ，且定義指示變數 nI ， 3,2,1n ，為

















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TTc
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c
TTc
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I

nn
nnn

nn
nnn

n

亦即當該期生產量 )( 1 nnn aaB 大於或等於臨界值 )4()( 1
2

12 cTTc nn 

時，該指示變數 1nI ，表示所需生產之商品數量較多，需要立即生產，

此時最佳生產函數為

],0[,
)(

4
)(

4
)( 1

1

2
1

1

2
1

2

1

2



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





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
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




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 nn
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nnnnn

n TTtt
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c
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t
c

c
tw

但若當期生產量 )( 1 nnn aaB 小於臨界值 )4()( 1
2

12 cTTc nn  ，此時指

示變數 0nI ，則應延後生產，而最佳生產函數則為

],[,)(
4

)( 1
2

1

2
 nnwwn TTtttt

c
c

tw
nn

其中
2

11
1

)(
2)(

c
aaBc

TTt nnn
nnwn





 。將上述單一交貨日期生產計

畫模式之最佳生產函數代入模式（IV）之 ),( 21 aaf 中，並經過簡化後可

得到














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






   )()(
3
4

)1( 112
3

121 nnnnnnn TTacaaBccI (4.1.8)

關於極值之一階必要條件（Necessary Condition），若對公式(4.1.8)

進行偏微分計算，可求算出 ),( 21 aaf 分別對 1a 與 2a 之一階偏導函數為

])(2)[1(
)(

2
2 11211

1

11
11

2
1

1

aBccI
T

aB
cT

c
I

a
f








 

















12
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112
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2 TT
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cTT
c

I

)]()(2)[1( 122122212 TTcaaBccI  (4.1.9)

])(2)[1(2)(
2 122212

12

122
112

2
2

2

aaBccI
TT

aaB
cTT

c
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a
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

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
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
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2 TT
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cTT
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I

)]()(2)[1( 23223213 TTcaBccI  (4.1.10)

由公式(4.1.9)與(4.1.10)可知， ),( 21 aaf 之臨界點與當期以及下一期的指

示變數 nI 、 1nI 有關，亦即與當期以及下一期訂單是否需要立即生產有

關；且由於公式(4.1.9)與(4.1.10)中非負項包含

0])(2)[1(
)(

2
2 11211

1

11
11

2
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 aaBccI
TT

aaB
cTT

c
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

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
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2
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








23
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3
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二項則無正負符號限制，因此可知，不論當期為立即生產或延後生產，

只要下一期為延後生產，其一階偏導函數必定大於零，則當期額外生產

之數量必等於零；反之，下一期若須立即生產，則應先令該一階偏導函

數為零，且應分為下列二種狀況進行分析：

1. 若當期亦須立即生產，此時 11  nn II ，則公式(4.1.9)與(4.1.10)經

簡化後得到以下一般式

111111 )()()(   nnnnnnnnn aTTaTTaTT

nnnnnnnnn BTTTTTTTT
c

c
)())()((

4 11111
1

2  

11)(  nnn BTT (4.1.11)

2. 若當期為延後生產，則 0nI ， 11 nI ，則公式(4.9)與(4.10)經簡化

後得到以下一般式

0
)(

2)(
2

)(2
1

11
11

2
121 










nn

nnn
nnnnn TT

aaB
cTT

c
aaBcc (4.1.12)

至於極值之二階充分條件（Sufficient Condition），若分別對公式

(4.1.9)與(4.1.10)進行偏微分計算，可求算出 ),( 21 aaf 之二階偏導函數為
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B
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因此，極值充分條件所需之海賽矩陣（Hessian Matrix）為

  











)(

)(
2 CBB

BBA
H

而海賽矩陣的一階與二階子矩陣之行列式分別為

0)(1  BABAH

0))((
)(

)( 2
2 




 BCACABBCBBA
CBB

BBA
H

由於計算所得之行列式數值 1H 與 2H 均大於零，滿足極小值之充分條

件，因此，在一階必要條件中所求得之 1a 與 2a 的解，必為模式（II）之

最佳解 
1a 與 

2a 。

如前所述，在單一交貨日之訂單式生產系統須考慮立即生產與延後

生產 2( 12 )種情形，故三階段訂單式生產問題共須考慮 8( 32 )種可能

情形，而 1a 與 2a 之解值可能為 0 或由公式(4.1.11)、(4.1.12)中求算出。8

種可能情形如下所述：

1. 當 )1,1,1(),,( 321 III ，三期訂單所需生產之商品數量均多，使得三

個生產週期均需立即生產，才能有足夠的產品數量交貨。此時模式
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（II）之最佳解 
1a 與 

2a ，可先令 ),( 21 aaf 對 1a 與 2a 之一階偏導函數

分別為零後，求解該聯立方程式而得。利用公式(4.1.11)可得

1
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2. 當 )0,1,1(),,( 321 III 前二期訂單所需生產之商品數量均多，使得前

二生產週期均需立即生產，而第三期訂單所需之生產量較少，得以

延後生產。由於第三期為延後生產，因此 02 
a ；此時模式（II）之

最佳解 
1a ，可先令 ),( 21 aaf 對 1a 之一階偏導函數為零後，求解而得。

此時利用公式(4.1.11)可得

1
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3. 當 )1,0,1(),,( 321 III ，第一期與第三期訂單所需生產之商品數量均

多，使得該二生產週期均需立即生產，而第二期訂單所需之生產量

較少，得以延後生產。由於第二期為延後生產，因此 01 a ；此時

模式（II）之最佳解 
2a ，可先令 ),( 21 aaf 對 2a 之一階偏導函數為零

後，求解而得。此時利用公式(4.1.12)可得
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4. 當 )0,0,1(),,( 321 III ，第一期訂單所需生產之商品數量較多，使得

該生產週期需立即生產，而後二期訂單所需之生產量較少，均得以

延後生產。此時由於後二期均為延後生產，因此 01 a 、 02 
a 。

5. 當 )1,1,0(),,( 321 III ，後二期訂單所需生產之商品數量均多，使得
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後二生產週期均需立即生產，而第一期訂單所需之生產量較少，得

以延後生產。此時模式（II）之最佳解 
1a 與 

2a ，可先令 ),( 21 aaf 對 1a

與 2a 之一階偏導函數分別為零後，求解該聯立方程式而得。利用公

式(4.1.11)與(4.1.12)可得
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6. 當 )0,1,0(),,( 321 III ，第二期訂單所需生產之商品數量較多，使得

該生產週期需立即生產，而其餘二期訂單所需之生產量較少，均得

以延後生產。由於第三期為延後生產，因此 02 
a ；而模式（II）之

最佳解 
1a ，可先令 ),( 21 aaf 對 1a 之一階偏導函數為零後，求解而

得。利用公式(4.1.12)可得
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7. 當 )1,0,0(),,( 321 III ，第三期訂單所需生產之商品數量較多，使得

該生產週期需立即生產，而前二期訂單所需之生產量較少，均得以

延後生產。此時由於前二期均為延後生產，因此 01 a ；此時模式

（II）之最佳解 
2a ，可先令 ),( 21 aaf 對 2a 之一階偏導函數為零後，

求解而得。此時利用公式(4.1.12)可得
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8. 當 )0,0,0(),,( 321 III ，三期訂單所需生產之商品數量均少，使得三

個生產週期均得以延後生產。此時由於三期均為延後生產，因此
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01 a 、 02 
a 。

由於 1a 與 2a 均應為非負數值，因此，在求得以上 8 種可能情形之 1a

與 2a 解值後，尚須確認各該解值是否為非負，才能確認模式（II）之最

佳解 
1a 與 

2a ；而在求得最佳解 
1a 與 

2a 後，模式（I）的最佳解 )(* tW 亦

可以得到。

4.3 模式（I）最佳解求解流程

由 4.2 節的研究結果可知，模式（II）的最佳解 
1a 與 

2a 確實滿足最

小總成本之充分條件與必要條件；不過，由於最佳解 
1a 與 

2a 的計算並非

由當期訂單商品數量 nB 與臨界值 )4()( 1
2

12 cTTc nn  之間的大小關係來

決定，而是由當期生產量 )( 1 nnn aaB 所決定，因此，三階段訂單式

生產模式之最佳生產函數 )(* tW ，無法直接以各階段訂單商品數量多寡

來求得，尚須考慮其他條件；而由 4.1 節可知，三階段訂單式生產之最

佳生產函數 )(* tW 共可區分為四大類型。綜合以上分析結果，本研究進

一步建構最佳生產函數 )(* tW 之決策準則，以提供相關生產決策者在實

務應用上的決策參考。四種類型之三階段訂單式最佳生產函數 )(* tW 彙

整如表 4.1 所示。
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表 4.1 三階段訂單式最佳生產函數決策準則彙整表

類
型

最佳生產計畫函數

1
1. t

c
Tc

T
BBB

t
c

c
tW 











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1
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4
)(

4
)( ， ],0[ 3Tt 

2. 2
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)( *W
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)(
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
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)(
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*

2

1
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1
*
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TtttW
tW

W

W ， },0{)( xMaxx  ，其中

1.
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
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)(
)(

4

],0[,
44
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1
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1
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1
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1
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c

TTc
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Tt
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c
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T
B

t
c

c
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



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


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
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c

c
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c
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3.


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
















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




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

2
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2
1
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1
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

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






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2
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c



33

類
型

最佳生產計畫函數

2.

















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

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
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
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
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*
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類
型

最佳生產計畫函數
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















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


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類
型

最佳生產計畫函數

7.


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




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為了簡化符號起見，定義下列決策準則(Decision Function)函數：

1

2
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1112111 4
),,,(

c
Tc

BBTccDFDF  ，

1

2
122

22212122 4
)(

),,,,(
c

TTc
BBTTccDFDF


 ，

1

2
232

33322133 4
)(

),,,,(
c

TTc
BBTTccDFDF




1. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF

當 1T 、 2T 、 3T 三個時間點，三階段皆為立即生產情況之下，則會有

以下四種生產計畫：
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○1
1
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1
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

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122

4
)(

c
TTc 

 ，可用類型 4-1 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，產量仍可以應付，所以第一

階段交貨前不需要額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交

貨數量小於第二階段，產量仍可以應付，所以第一階段交貨前不需要額

外再多生產，以供第二階段交貨，三個階段不需合併，各自生產即可。

○2
1
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1

1

1
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44
)(

c
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T
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
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
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1

122

4
)(

c
TTc 



第二階段所需交貨數量小於第一階段，第三階段所需交貨數量大於

第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1
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1

1

132

13

32

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
BB








，可用類型 2-1 來生產。

又因 2T 、 3T 兩個時點，第三階段所需交貨數量大於第二階段，產量

會應付不足，所以第二階段交貨前需額外再多生產，以供第三階段交貨，

第二、三階段需合併生產。

(2)
1

12

1
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1

132
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32

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
BB








，可用類型 1-1 來生產。

又因 2T 、 3T 兩個時點，第三階段所需交貨數量大於第二階段，產量

會應付不足，所以第二階段交貨前需額外再多生產，以供第三階段交貨，

第二、三階段需合併生產。

○3
1

12

1

1

1

122

12

2

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B








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1

122

4
)(

c
TTc 



第二階段所需交貨數量大於第一階段，第三階段所需交貨數量小於

第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

12

2

21

1

232

23

3

44
)(

c
Tc

T
BB

c
TTc

TT
B










，可用類型 3-1 來生產。

又因 1T 、 2T 兩個時點，第二階段所需交貨數量大於第一階段，產量

會應付不足，所以第二階段交貨前需額外再多生產，以供第三階段交貨，

第二、三階段需合併生產。

(2)
1

12

2

21

1

232

23

3

44
)(

c
Tc

T
BB

c
TTc

TT
B










，可用類型 1-1 來生產。

又因 1T 、 2T 、 3T 三個時點，第二階段所需交貨數量大於第一階段，

產量會應付不足，所以第一階段交貨前需要額外再多生產，以供第二階

段交貨。第三階段所需交貨數量大於第二階段，產量會應付不足，所以

第一階段交貨前需額外再多生產，以供第二階段交貨，三個階段需合併

生產。

○4
1

12

1

1

1

122

12

2

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B









1

122

4
)(

c
TTc 

 ，可用類型 1-1 來生產。

第二階段所需交貨數量大於第一階段，產量會應付不足，所以第一

階段交貨前需要額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交貨

數量大於第二階段，產量會應付不足，所以第一階段交貨前需額外再多

生產，以供第二階段交貨，三個階段需合併生產。

2. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF
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當 1T 、 2T 、 3T 三個時間點，第一階段為延後生產，第二、第三階段

皆為立即生產情況下，則會有以下四種生產方式：

○1
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B









1

122

4
)(

c
TTc 

 ，可用類型 4-2 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交

貨數量小於第二階段，但產量仍可以應付，所以第一階段交貨前不需額

外再多生產，以供第二階段交貨，三個階段各自生產即可。

○2
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B









1

122

4
)(

c
TTc 



第二階段所需交貨數量小於第一階段，第三階段所需交貨數量小於

第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

12

1

132

13

32

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
BB








，可用類型 2-2 來生產。

又因 2T 、 3T 兩個時點，第三階段所需交貨數量大於第二階段，產量

會應付不足，所以第二階段交貨前需額外再多生產，以供第三階段交貨，

第二、三階段需合併生產。

(2)
1

12

1

132

13

32

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
BB








又因 2T 、 3T 兩個時點，第三階段所需交貨數量大於第二階段，以供

第三階段交貨，又可分為以下兩種生產計畫：
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(i)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-2 來生產。

三個階段需合併生產。

(ii)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-1 來生產。

三個階段需合併生產。

○3
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B









1

122

4
)(

c
TTc 



第二階段所需交貨數量大於第一階段，第三階段所需交貨數量小於

第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

2
22

21 4c
Tc

BB 

第一、二階段需合併生產，又可分為以下兩種生產計畫：

(i)
1

22

2

21

1

232

23

3

44
)(

c
Tc

T
BB

c
TTc

TT
B










，可用類型 3-1 來生產。

第一、二階段需合併生產。

(ii)
1

22

2

21

1

232

23

3

44
)(

c
Tc

T
BB

c
TTc

TT
B










，可用類型 1-1 來生產。

三個階段需合併生產。

(2)
1

2
22

21 4c
Tc

BB 

第一、二階段需合併生產，又可分為以下兩種生產計畫：

(i)
1

212

1

232

23

3 )(
4

)(
c

BBc
c

TTc
TT

B 






，可用類型 3-2 來生產。
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第一階段為延後生產，第二階段為立即生產，第一、二階段需

合併生產。

(ii)
1

212

1

232

23

3 )(
4

)(
c

BBc
c

TTc
TT

B 







第一階段為延後生產，第二階段為立即生產，又可分為以下兩

種生產計畫：

(a)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-2 來生產。

三階段合併生產。

(b)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-1 來生產。

三階段合併生產。

○4
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







且
12

2

1

232

23

3

4
)(

TT
B

c
TTc

TT
B









1

122

4
)(

c
TTc 



第二階段所需交貨數量大於第一階段，第三階段所需交貨數量大於

第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-2 來生產。

三個階段合併生產。

(2)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-1 來生產。

三個階段合併生產。

3. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF
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當 1T 、 2T 、 3T 三個時間點，第一階段為立即生產，第二階段皆為延

後生產，第三階段皆為立即生產情況下，則會有以下兩種生產方式：

○1
1

22

1

232

23

3

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







，可用類型 4-3 來生產。

第三階段所需交貨數量小於第二階段，但產量仍可以應付，所以第

二階段交貨前不需額外再多生產，以供第三階段交貨，三個階段各自生

產即可。

○2
1

22

1

232

23

3

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







第三階段所需交貨數量大於第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

2
132

32 4
)(

c
TTc

BB


 ，可用類型 2-3 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交

貨數量大於第二階段，產量會應付不足，所以第三階段交貨前需額外再

多生產，以供第二階段交貨，第二、三階段需合併生產。

(2)
1

2
132

32 4
)(

c
TTc

BB




第二、三階段需合併生產，又可分為以下兩種生產計畫：

(i)
1

12

1

1

1

132

13

32

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
BB








，可用類型 2-1 來生產。

第一階段為延後生產，第二階段為立即生產，第三階段為立即

生產，第二、三階段需合併生產。

(ii)
1

12

1

1

1

132

13

32

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
BB








，可用類型 1-1 來生產。
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第一階段為立即生產，第二階段為立即生產，第三階段為立即

生產，三個階段需合併生產。

4. 當 0
4 1

2
12

1 
c
Tc

B ， 0
4

)(

1

2
122

2 



c

TTc
B ， 0

4
)(

1

2
232

3 



c

TTc
B

當 1T 、 2T 、 3T 三個時間點，第一、第二階段皆為立即生產，第三階

段為延後生產情況下，則會有以下兩種生產方式：

○1
1

12

1

1

1

122

12

2

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
B







，可用類型 4-4 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨，三個階段各自生

產即可。

○2
1

12

1

1

1

122

12

2

44
)(

c
Tc

T
B

c
TTc

TT
B







，可用類型 3-3 來生產。

第二階段所需交貨數量大於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨，第一、二階段需

合併生產。

5. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF

當 1T 、 2T 、 3T 三個時間點，第一、第二階段皆為延後生產，第三階

段為立即生產情況下，則會有以下兩種生產方式：

○1
1

22

1

232

23

3

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







，可用類型 4-5 來生產。

第三階段所需交貨數量小於第二階段，但產量仍可以應付，所以第

二階段交貨前不需額外再多生產，以三第二階段交貨，三個階段各自生

產即可。



43

○2
1

22

1

232

23

3

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







第三階段所需交貨數量大於第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

2
132

32 4
)(

c
TTc

BB


 ，可用類型 2-4 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交

貨數量大於第二階段，產量會應付不足，所以第三階段交貨前需額外再

多生產，以供第二階段交貨，第二、三階段需合併生產。

(2)
1

2
132

32 4
)(

c
TTc

BB




第三階段所需交貨數量大於第二階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(i)
1

12

1

132

13

32

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
BB








，可用類型 2-2 來生產。

第二、三階段需合併生產。

(ii)
1

12

1

132

13

32

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
BB








第二、三階段需合併生產，又可分為以下兩種生產計畫：

(a)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-2 來生產。

第二、三階段合併生產。

(b)
1

2
32

321 4c
Tc

BBB  ，可用類型 1-1 來生產。

三階段合併生產。

6. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF
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當 1T 、 2T 、 3T 三個時點，第一階段為延後生產，第二階段為立即生

產，第三階段為延後生產情況下，則會有以下兩種生產方式：

○1
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







，可用類型 4-6 來生產。

第二階段所需交貨數量小於第一階段，但產量仍可以應付，所以第

一階段交貨前不需額外再多生產，以供第二階段交貨。第三階段所需交

貨數量小於第二階段，但產量仍可以應付，所以第一階段交貨前不需額

外再多生產，以供第二階段交貨，三個階段各自生產即可。

○2
1

12

1

122

12

2

4
)(

c
Bc

c
TTc

TT
B







第二階段所需交貨數量大於第一階段，又可分為以下兩種生產計畫：

(1)
1

2
22

21 4c
Tc

BB  ，可用類型 3-4 來生產。

又因 1T 、 2T 兩個時點，第二階段所需交貨數量雖大於第一階段，但

產量仍可以應付，所以第一階段交貨前不需要額外再多生產，以供第二

階段交貨，第一、二階段則需合併。

(2)
1

2
22

21 4c
Tc

BB  ，可用類型 3-3 來生產。

又因 1T 、 2T 兩個時點，第二階段所需交貨數量大於第一階段，產量

會應付不足，所以第一階段改為立即生產，第一、二階段則需合併。

7. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF

當 1T 、 2T 、 3T 三個時點，第一階段為立即生產，第二、第三階段皆

為延後生產情況下，則生產計畫為，可用類型 4-7 來生產。

8. 當 01 DF ， 02 DF ， 03 DF
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當 1T 、 2T 、 3T 三個時點，三個階段皆為延後生產情況下，則生產計

畫為，可用類型 4-8 來生產。

4.4 數值模擬

工廠的生產決策者與顧客簽訂合約，寫明在某約定時間點上要交足

所訂購數量的產品，在制定生產計畫時要考慮生產與存貨兩種費用。生

產費用通常取決於生產速率（單位時間的產量），生產速率越高費用越

大，存貨費用自然由已經生產出來的產品數量來決定，數量越大則費用

越大，所謂生產計畫這裡簡單是當作是到每一時刻所有的累積產量，它

與每單位（如每天）的產量是可以推算。建立模型目的是要找尋出最佳

化的生產計畫，使總費用（生產與存貨費用的總和）為最小。假設工廠

需在交貨到期日時；需交出足夠貨品之數量給予顧客，依照訂單合約在R

為每天可生產之乘數，第一期需交 ）（ 11 BRT  單位的產品數量，第二期

需交 ）（ 22 BRT  單位的產品數量，第三期需交 ）（ 33 BRT  單位的產品

數量， 2c 與 1c 的比例關係為 5.012 cc ， 112 cc ， 212 cc ， 512 cc ，

使用以下這四種比例來加以討論，其結果如以下四個表 4.2、表 4.3、表

4.4、表 4.5 所示。
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表 4.2 數值模擬
5.012 cc

R
1T 2T 3T

1 2 3 4 5 10 100
1 2 3 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 5 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 2 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 3 4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
1 3 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 4 10 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 4 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 5 10 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 5 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 10 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 4 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
2 4 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 5 10 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 5 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 10 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
3 4 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 4 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 5 10 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1
3 5 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 10 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
4 5 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
4 5 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
4 10 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
5 10 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
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表 4.3 數值模擬
112 cc

R
1T 2T 3T

1 2 3 4 5 10 100
1 2 3 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 4 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 5 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
1 2 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 2 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 3 4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
1 3 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 4 10 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
1 4 100 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 5 10 4-4 3-1 2-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 5 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 10 100 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 5 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 4 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
2 4 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 5 10 4-4 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1
2 5 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 10 100 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1
3 4 5 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
3 4 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 4 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 5 10 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
3 5 100 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 10 100 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1
4 5 10 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
4 5 100 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
4 10 100 4-4 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
5 10 100 4-8 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
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表 4.4 數值模擬
212 cc

R
1T 2T 3T

1 2 3 4 5 10 100
1 2 3 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 4 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 5 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
1 2 10 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 2 100 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 3 4 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 5 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 10 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
1 3 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 4 5 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 4 10 4-4 4-2 3-1 3-1 4-1 3-1 1-1
1 4 100 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 5 10 4-4 4-4 4-2 3-1 4-1 1-1 1-1
1 5 100 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1 3-1
1 10 100 4-4 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1
2 3 4 3-3 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 5 3-3 3-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 10 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 100 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 4 5 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
2 4 10 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
2 4 100 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 5 10 4-4 4-4 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
2 5 100 4-4 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
2 10 100 4-4 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1
3 4 5 4-8 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
3 4 10 4-8 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 4 100 4-8 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 5 10 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
3 5 100 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
3 10 100 4-8 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1
4 5 10 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
4 5 100 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
4 10 100 4-8 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1
5 10 100 4-8 4-8 4-4 4-4 3-1 3-1 3-1
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表 4.5 數值模擬
512 cc

R
1T 2T 3T

1 2 3 4 5 10 100
1 2 3 4-8 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1
1 2 4 4-8 4-4 3-1 3-1 3-1 1-1 1-1
1 2 5 4-8 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 1-1
1 2 10 4-8 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 2 100 4-8 4-4 3-1 3-1 3-1 3-1 3-1
1 3 4 4-8 4-4 4-4 1-1 1-1 1-1 1-1
1 3 5 4-8 4-4 4-4 4-2 1-1 1-1 1-1
1 3 10 4-8 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1
1 3 100 4-8 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1 3-1
1 4 5 4-8 4-4 4-4 4-4 1-1 1-1 1-1
1 4 10 4-8 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 1-1
1 4 100 4-8 4-4 4-4 4-4 4-2 3-1 3-1
1 5 10 4-8 4-4 4-4 4-4 4-4 3-1 1-1
1 5 100 4-8 4-4 4-4 4-4 4-4 3-1 3-1
1 10 100 4-8 4-4 4-4 4-4 4-4 4-4 3-1
2 3 4 4-8 4-8 3-3 1-1 1-1 1-1 1-1
2 3 5 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1 1-1 1-1
2 3 10 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1
2 3 100 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1 3-1
2 4 5 4-8 4-8 4-4 4-4 1-1 1-1 1-1
2 4 10 4-8 4-8 4-4 4-4 3-1 3-1 1-1
2 4 100 4-8 4-8 4-4 4-4 3-1 3-1 3-1
2 5 10 4-8 4-8 4-4 4-4 4-4 3-1 1-1
2 5 100 4-8 4-8 4-4 4-4 4-4 3-1 3-1
2 10 100 4-8 4-8 4-4 4-4 4-4 4-4 3-1
3 4 5 4-8 4-8 4-8 3-3 1-1 1-1 1-1
3 4 10 4-8 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1
3 4 100 4-8 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1 3-1
3 5 10 4-8 4-8 4-8 4-4 3-3 3-1 1-1
3 5 100 4-8 4-8 4-8 4-4 3-3 3-1 3-1
3 10 100 4-8 4-8 4-8 4-4 4-4 4-4 3-1
4 5 10 4-8 4-8 4-8 4-8 3-3 3-1 1-1
4 5 100 4-8 4-8 4-8 4-8 3-3 3-1 3-1
4 10 100 4-8 4-8 4-8 4-8 4-4 4-4 3-1
5 10 100 4-8 4-8 4-8 4-8 4-8 4-4 3-1
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從表 4.2 可知，R為每天可生產之乘數，第一期需交 ）（ 11 BRT  單

位的產品數量，第二期需交 ）（ 22 BRT  單位的產品數量，第三期需交

）（ 33 BRT  單位的產品數量，當R越大時會從三個階段合併生產，變成

第一、二階段合併生產；第三階段獨自生產。

從表 4.3 可知，R為每天可生產之乘數，第一期需交 ）（ 11 BRT  單

位的產品數量，第二期需交 ）（ 22 BRT  單位的產品數量，第三期需交

）（ 33 BRT  單位的產品數量，當R越大時會從三個階段合併生產，變成

第一、二階段合併生產；第三階段獨自生產。

從表 4.4 可知，R為每天可生產之乘數，第一期需交 ）（ 11 BRT  單

位的產品數量，第二期需交 ）（ 22 BRT  單位的產品數量，第三期需交

）（ 33 BRT  單位的產品數量，當R越大時會從三個階段各自生產，變成

第一、二階段合併生產；第三階段獨自生產。

從表 4.5 可知，R為每天可生產之乘數，第一期需交 ）（ 11 BRT  單

位的產品數量，第二期需交 ）（ 22 BRT  單位的產品數量，第三期需交

）（ 33 BRT  單位的產品數量，當R越大時會從三個階段合併生產，變成

三個階段各自生產。

由上述四個表可得知，當 2c 與 1c 的比值越大時，三個階段各自生產

即可；R越大時，第一、二階段需合併生產；第三階段獨自生產。
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第五章 結論與建議

由於環境快速變遷以及科技時代的來臨，全球化市場競爭趨勢明顯

使得企業面臨產品需求多變化的考驗，生產型式已由過去製程的大量標

準化，逐漸轉變為客製化導向，因為顧客訂單趨於多樣化，他們的需求

是無法先行預測；以及生產者的生產廠房設備規模大小等因素，為了吸

引顧客來下訂單，需符合他們的需求，針對同型態的產品的訂單式生產，

從成本的構面來建構在未考慮產能受限之三期交貨期生產計畫的數學模

式中，然後利用變分法之尤拉方程式與微積分來尋求最佳解。生產決策

者最注重的是最佳生產起始時點與在任何給定時點的最佳生產函數。此

外，最佳解之目標值函數隨著主要參數的變動，也可以提供生產決策者

作為其生產決策的參考依據，更能使公司獲得到最大產值，以達到生產

管理的目的。

5.1 結論

本研究主要透過數學推導與資料模擬方式進行，在求出最佳解後，

透過數值模擬，三階段訂單式生產之最佳生產函數 )(* tW 共可區分為四大

類型，在分別討論其中各種情形，綜合以上分析結果，本研究進一步建

構最佳生產函數 )(* tW 之決策準則，以提供相關生產決策者在實務應用上

的決策參考。在本研究中討論考慮產能未受限之三期交貨期生產計畫，

先寫出數學模式，使用變分法、微積分等相關數學方法，利用變數變換

的方法，然後對應一組函數及給定一個可行解，會存在兩個實數 1a 與 2a ，

在考慮一般式之後，在訂單式生產系統中，不一定即需立即生產，也可
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延後生產；模式求解可知有八種可能的情形後求出最佳解 
1a 與 

2a 後，模

式的最佳解即可求得。

5.2 後續研究建議

倘若某一廠商遇到同型態產品的三階段訂單式生產之產品生產問題

時，可使用本論文所討論出最佳生產函數 )(tW  之決策準則結果；以供管

理者做為參考之依據，從以前文獻中多數只討論產能未受限及產能受限

之單期交貨期生產計畫，本研究擴充至討論產能未受限三期交貨期生產

計畫，後續研究可以在繼續延伸至多期交貨期生產計畫，在從中加以討

論產能受限及產能未受限情況為何，或同一訂單分多階段生產；及同一

時期同時生產不同之訂單產品。
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