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需求與存貨水準相關之退化性產品的最適生產策略 

The Optimal Production Policy with Stock-dependent Demand for Deteriorating Items 
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摘要 

如何控制與擬定退化性產品之存貨策略已成為現代組織中之決策者須面對的重要

問題。本研究針對需求與存貨水準相關之退化性產品，研究在經濟生產批量模式下，製

造商應如何決定最適生產週期。為反映多數產品之展示或儲存空間為有限的事實，本文

假設產品展示或儲存空間是有限制的，並據以構建ㄧ數學模式，以探討追求利潤最大下

的經濟生產批量模式。接者，在定理 1 及定理 2 中闡述若干在管理上直覺且合理的結果。

最後，藉由數值案例的討論驗證模式的適用性。 
 
關鍵詞：生產、存貨、批量、退化 
 

Abstract 
This article deals with the problem of determining the optimal run time for an economic 
production quantity (EPQ) model with deteriorating items. The limited display area is 
assumed to reflect the fact that most manufacturer’s outlets have limited shelf space in the 
proposed model. A mathematical model is formulated to manifest the extended EPQ model 
for maximizing profits. Theorems 1 and 2 are established to show several intuitively 
reasonable managerial results. Finally, two numerical examples are given to demonstrate the 
applicability of the proposed model. 
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1. 引言 

傳統的存貨模式假設存貨減少乃起因於固定的需求率，然而在真實生活的情境中，

由於產品退化所導致的損失，亦是存貨量降低的重要原因。因此，如何控制與擬定退化

產品之存貨策略已成為現代組織中之決策者須面對的重要問題。在過去幾十年中，很多

研究者已致力於退化性產品的存貨模式之研究，如易揮發的液體(volatile liquids)、血液

銀行(blood banks)、 藥物(medicines)、電子產品( electronic items) 以及流行商品(fashion 
goods)。1963 年 Ghare 與 Schrader 首先提出產品壽命為指數分配之退化性產品的存貨

模式；接著，1973 年 Covert 與 Philip 推廣 Ghare 與 Schrader 的模式，將產品壽命分配

假設為兩個參數的 Weibull 分配；後續，如 Aggarwal (1978)， Dave 與 Patel (1981)， 
Hariga (1996)，及 Goyal 與 Giri (2001)等亦提出一些令人關注有關退化性產品之存貨模

式的論文。 
1972 年 Levin 等人觀察到：「在超級市場陳列大量消費產品可誘使消費者買的更

多」；1982 年 Silver 與 Peterson 指出：零售業的銷售量與陳列的存貨量成正比。為了

顯示銷售量與存貨量的關係，1988 年 Baker 與 Urban 建立了需求量為存貨水準之冪函

數的 EOQ 模式(即在時間 t 的需求量 D(t) = α [I(t)] β
，其中 I(t)為存貨水準，α＞0 且 0

＜ β ＜ 1)；1989 年 Mandal 與 Phaujdar 接著提出：需求率為存貨水準的線性函數的存

貨模型(即 D(t) = α + β I(t), 其中α和 β 皆大於 0)；接著，1990 年 Datta 與 Pal 提出另

一種存貨模型：需求率為存貨水準之冪函數，但當存貨水準降至 L 後，需求率成ㄧ固定

常數(即 D(t) = α [ I(t)] β
，若 I(t) > L，而 D(t) =α L β , 若 0 ≤  I(t) ≤  L)；1992 年 Urban 

修正 Datta 與 Pal 於 1990 年提出之模型，將訂貨週期之終點存貨量為零的限制放寬；

Bar-Lev 等人在 1994 年提出在隨機條件下，需求與存貨水準相關的 EOQ 推廣模型，1997
年 Ray 和 Chaudhuri 將貨幣的時間價值及通貨膨脹率列入考慮，將模式推廣為允許缺貨

的 EOQ 模型；2000 年 Chung 等人推導出在單位時間利潤極大下，決定最佳策略的充要

條件。其他相關論文還有：Chang(2004)，Padmanabhan Vart(1995)，Pal 等人(1998)等等。 

 為能反映出大部分產品之貨架空間為有限的事實，在本文的模式中假設存在一最大

存貨水準。根據上述假設與說明，建立一數學模型來探討獲得最大總利潤之退化性產品

的經濟生產批量（EPQ）模型。此外，在定理 1 及定理 2 中闡述若干在管理上直覺且合

理的結果。最後，藉由數值範例的討論驗證模式的適用性。 

2. 假設與符號 

 本文的假設如下: 

 1. 需求與存貨水準成線性關係。 
 2. 不允許因缺貨而喪失銷售量。 
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 3. S 為展示貨品的最大容許量。 
4.存貨水準的起始值及終點值不必限制為零。假設起始值及終點值相等，使生產週 
  期可重複進行。 

 5.每單位時間的產品退化率是固定的，且退化性產品是不能替代及修復。 
  本文採用以下符號：  

    1t ：生產時間 ( 1t 為決策變數)。 
    T ：生產存貨週期， T  = 21 tt + ， 2t  為不生產的時間。  
    K ：固定的生產速率。 
   θ  ：固定的退化率， 0 <θ < 1 。 
  )(tI ：在時間 t 的存貨水準， )(tI ≤ S。 
    Q：起始及最終存貨水準 ， 0 Q≤ S≤  (Q 為決策變數). 
  D(t)：在時間 t 的需求率，本文假設存貨水準 D(t) 為 I(t)的線性函數，即 D(t) = 

α + β )(tI ，其中α  及 β 為非負常數。  
   co ：每次的設置成本。  

   cp：每單位產品的生產成本。 

    hc ：單位時間每單位產品的持有成本。 

    p：每單位產品的獲利 (即 p = sp  - cp，  sp  為單位產品的銷售價格)。 

P：最高的存貨水準。 

AP：在[0, T]區間之平均利潤。 

 

3. 數學模型和分析 

時間 t = 0 時以固定的生產率  K 生產，同時進行銷售，直至 t = 1t 時存貨水準達到

最高點 P (P≤  S)，且停止生產。從 t = 1t 至 t = 1t + 2t 間只單純銷售，在此期間存貨水準

因銷售及產品退化逐漸降低，在 t= 1t + 2t 時存貨水準降至 Q，此存貨系統以圖 1 表示。 
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本文的目標在決定最適的 1t  和 Q 值(分別以 *
1t  和 *Q 表示) 使得每單位時間之平

均利潤最大。根據上述之假設及說明，可得存貨水準 I(t)滿足下列微分方程︰ 
)()( )(' tDKtItI −=+θ ,             10 tt ≤≤ ，   (1) 

和 
)()( )(' tDtItI −=+θ ,             211 tttt +≤≤ ，        (2) 

其邊界條件 QI =)0( , PtI =)( 1 , 與 QttI =+ )( 21 。利用方程式(1) 與 (2)可分別得： 

)(tI = tQe )( βθ +−  + ( )teK )(1 βθ

βθ
α +−−

+
− ,     10 tt ≤≤ ，    (3) 

和 

)(tI = ))(( 21 tttQe −++βθ  + ( )1))(( 21 −
+

−++ ttte βθ

βθ
α ,    211 tttt +≤≤ 。     (4) 

利用 PtI =)( 1 和方程式(3)與 (4)，可得 

1)( teKQ βθ

βθ
α +−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

− + 
βθ
α

+
−K = 2)( teQ βθ

βθ
α +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+ -
βθ

α
+

，                       (5) 

由方程式(5)顯示 2t 是 1t 的函數，可表示為 

2t = 
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⎥
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對 1t 微分，可得 

存貨水準 

)(tI  

Q 

P 

1t + 2t = T1t  0 
時間 

圖 1 存貨系統展示圖 
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1

2

dt
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⎢
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Q
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αβθ
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由方程式(1)中得知，當 t ≤ 1t 時，K > α + ( β +θ ) )(tI 。 顯示 K > α + ( β +θ ) )0(I = α + 
( β +θ )Q。利用方程式(5)，可得到在[0, T]區間之平均利潤 

AP = { ∫
T

dttDp
 

0 
 )(  - 0c - ) ( ph cc θ+ ∫

T
dttI

 

0 
 )(  }/ T 

=  αp +{- 0c  + ) ( ph ccp θβ −− ⎢
⎣

⎡
+
−

1  tK
βθ
α

⎥
⎦

⎤
+

− 2tβθ
α } / T。                  (8)          

對 AP 取 1t 之一階導數，結果如下： 

∂ AP/∂ 1t   = 2

1
T

[ 0c (1+
1

2

dt
dt ) + ) ( ph ccp θβ −− (

βθ +
K )( 2t  - 1t

1

2

dt
dt )]。            (9)          

由 ) ( ph ccp θβ −− 的數值大小，可分為以下兩種狀況來探討如何求得最適解 *
1t 。 

狀況 1: ) ( ph ccp θβ −− ≥  0 

當 ph ccp  θβ +≥ 時，顯示單位的獲利( βp )高於單位的成本 ) ( ph cc θ+ ，表示存貨是有利

的。此外，若 ) ( ph ccp θβ −−  ≥  0，則∂ AP / ∂ 1t  > 0，表示當 )(tI ≤  S 時，AP 為 1t 的

遞增函數，因此，I( 1t ) = S 或 P = S，利用方程式(5)可得： 
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且  
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將方程式(10) 與(11) 代入方程式 (8)，得知 AP 僅為 Q 的函數。求得最適 *Q 的一階條

件為 dQdAP / = 0，由此導出 
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為確認方程式(12)是否有解， 
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對 F(Q)取 Q 之一階導數，可得： 
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由於 F(S) = 0，利用方程式(14)得知在 Q = S 時 ，F(Q)的值小於 0 且嚴格遞增至 0。因此，

可得以下結果： 

定理 1 ：若 ) ( ph ccp θβ −−  ≥  0，則最適生產時間 *
1t 滿足 I( *

1t ) = S，且得到以下結果:  

(1)若 F(0) ≤  - 0c ( +θ β ) / ) ( ph ccp θβ −− ，則在方程式(12)中存在一個唯一解 *Q ，使

得方程式(8)中之 AP 達到最大。 

(2)若 F(0) > - 0c ( +θ β ) / ) ( ph ccp θβ −− ，則 *Q  = 0。 

證明：利用方程式(8)、(12)、(13)及(14)即可得證。 

狀況 2: ) ( ph ccp θβ −− < 0 

當 ph ccp  θβ +< 時，顯示單位的獲利( βp )低於單位的成本 ) ( ph cc θ+ ，表示存貨是不利

的。使得 AP 最大化之必要條件：∂ AP/∂ 1t  = 0 且∂ AP/∂ Q = 0。因此，我們得到以下二

個條件 
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由方程式(16)得知 *Q  = 0，將 *Q  = 0 代入方程式(15)可得 
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接著，驗證方程式(18)是否有解，令 

U( 1t ) = K 2t - 1)()( teK βθα +−− ( 2t  + 1t )。                                  (20)         

對 U( 1t )取 1t 之一階導數，得 

)(' 1tU  = ( +θ β ) 1)()( teK βθα +−− ( 2t  + 1t ) > 0。                            (21)          

由於 U(0) = 0，利用方程式(21)得知在方程式(18)存在一個唯一解 1t  (大於 0)。由此可得

以下定理。 

定理 2. 若 ) ( ph ccp θβ −−  < 0， 最適的存貨水準終點值 *Q = 0，方程式(18)中存在一個

唯一解 *
1t 使得方程式(8)中之 AP 達到最大。 

證明：利用方程式(8)、(18)、(20)及(21)即可得證。 

4. 數值範例 

利用數值範例驗證本文所提出之模型的適用性。 

範例 1：在 ) ( ph ccp θβ −− ≥  0 之情形下，假設每次設置成本 0c = $100，每單位時間

的生產速率 K= 250 單位，每單位時間的α = 100 單位，每單位時間每件產品的持有成本

hc = $1，每單位產品的生產成本 pc = $1，每單位產品的獲利 p = $10，產品的退化率θ = 

0.2， β = 0.2， 存貨水準的最大容許量 S = 250 單位。由於(12), (10) 與 (11)是非線性

函數且不易求解，我們使用軟體 Maple 9.5 來求解。計算結果得到以下的最適值： *Q = 
141.6577， *

1t = 1.5605， *
2t = 0.6105 及 *AP = 1113.3261。由此結果顯示，在追求利潤最

大的目摽下，當存貨是有利時，最適的存貨終點值 *Q 不為零。 

範例 2：在 ) ( ph ccp θβ −− < 0 之情況下，假設每次設置成本 0c = $100，每單位時間的

生產速率 K= 250 單位，每單位時間的α = 100 單位，每單位時間每件產品的持有成本 hc = 

$1，每單位時間產品的生產成本 pc = $1，每單位產品的獲利 p = $5，產品的退化率θ = 0.1, 

β = 0.2，存貨水準的最大容許量 S = 250 單位。使用軟體 Maple 9.5 來求解方程式(18)，
我們得到最適值為 *

1t = 1.6928， *
2t = 1.5611。由方程式 (8)，可得 *AP = 459.2471。 

5. 結論 

本文提出一個在儲存空間有限下，退化性產品的生產存貨模式。藉由模式的求解及

最佳解的探討，可得在管理上直覺而合理的結論： (1) 若單位的獲利( βp ) 高於單位的

成本 ) ( ph cc θ+ ，即 ph ccp  θβ −−  ≥  0 時，表示增加存貨是有利的策略，因此製造商的
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最適生產策略為不停地生產且累積存貨直至達到最大容許的存貨水準時才停止生產。 

(2) 若單位的獲利( βp ) 低於單位的成本 ) ( ph cc θ+ ，即 ph c cp θβ −−  < 0 時，表示增加

存貨是不利的策略，此時，製造商的最適的存貨策略為使期末存貨水準為 0。此外，由

定理 1 和 2 可決定出在不同情況下之最適的生產策略，並且證明此最適解不僅存在，且

是唯一的。最後，數值範例 1 說明在存貨是有利的情況下（ ph ccp  θβ −−  ≥  0），最適

的生產時間、生產存貨週期、起始及最終存貨水準及平均利潤；同時驗證定理 1 的結果。

數值範例 2 說明在存貨是不利的情況下（ ph c cp θβ −−  < 0），最適的生產時間、生產

存貨週期及平均利潤，此時，最適的起始及最終存貨水準為 0；此最適解亦驗證定理 2
的結果。藉由這兩個數值範例驗證了本文所提之模型的適用性。 
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