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一、摘要 

本研究為線性需求函數假設下的一個產

銷配合最適控制問題的數學模式。其目的在

探討：決策者如何決定最佳生產速率及如何

透過價格的制定來控制各個不同時點的銷售

速率，使得在未來決策期間總利潤最大。研

究結果顯示：決策者可透過平均成本最小化

的產出量與恆零存貨利潤最大化的產出量兩

者之間相對大小關係，決定最佳生產速率進

而可界定決策者最適存貨政策的類別：屬於

〝恆零存貨政策〞；或屬於〝恆正存貨政策〞；

或屬於〝部份零與部份正存貨政策〞。 

關鍵詞：製商整合，決策分析，價格策略，

生產計劃 

Abstract 

A mathematical model is developed and 

presented to solve the optimal control problem 

in matching between manufacturing and 

marketing when the market demand possesses 

the property of linearity.  The main purpose of 

this paper is to investigate the optimal choice 

between production rate which may affect the 

inventory level and the optimal sales rate at 

each time through different pricing strategies 

so as to achieve the maximum profit for a given 

planning horizon. The results demonstrated 

that the relative size of the output yielded 

by minimizing average cost and yielded  

by maximizing profit at constant-zero 

inventory can determine the optimal 

production rate and sales rate. Furthermore, 

the optimal inventory policy can be 

determined to be a constant-zero inventory 

policy or constant-positive inventory policy, 

or mixed inventory policy, according to the 

value of optimal production rate. 

Keywords: The integrated production-sales 

problem, decision analysis, price, 

production planning 

二、前言 

網際網路(Internet) 和全球資訊網

(World Wide Web; WWW)應用的快速發

展，再加上企業追求一個以低成本、高

效率的方式來迅速傳遞市場與供應商或

製造商的訊息。因此，企業導入這些資

訊科技系統後，使得其整個經營管理階

層能迅速得知其營業過程中在供給、需

求與市場等三方面的重要資訊，從而達

成供應鏈整體運作的最大效益。所以企

業面對這種經營型態的轉變，並不再只
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單獨考慮製造商在生產方面如何決定生

產速率多少以期總成本極小化問題，抑

或單獨考慮銷售商在銷售方面應 

如何制定價格以期總利潤極大化問題， 

而是必須結合生產與銷售兩方面來探討 

製商整合的問題。因此如何透過適當的

模式 

建構來探討製商整合問題以提供決策者

做為決策參考，實為一重要之研究課題。 

對於製商整合問題的研究裡，有

Thomas[10]在需求為已知的情形下，利

用動態規劃方法得到動態多期最適存貨

與價格之間的協調策略。Pekelman[10]
是探討動態連續性的存貨、價格與生產

量協調策略的問題的先驅，並且得到條

件下的最適價格與生產量。相繼的又有

多位學者研究這類型的問題如：

Feichtinger和Hartl[4]放寬成一般非線性

函數並允許缺貨情形下，決定最適生產

量及價格控制銷售速率的問題。

Gaimon[5]則是利用最適控制理論得到

動態的價格，生產率存貨與產能之間的

協調策略模式。Eliashberg和 Steinberg[3]
探討在產與銷的系統中，在面臨不穩定

非季節性需求考量下，得到製造商的最

適訂價，生產量與存貨政策之協調策略

及經銷商的最適訂價，銷售量與存貨量

之協調策略問題。 Jorgensen[6] 延伸

Pekelman所探討的模式利用最適控制理

論求得製造商與經銷商價格策略與存貨

之間協調準則。Lee 和 Kim[8]利用完全

整合和部分整合模型決定最適價格、行

銷支出、需求量及生產量的生產與銷售

整合問題。Lee、Kim 和 Cabot[9]也探討

生產與銷售結合的問題，他們以Cheng[2]
所提模式為基礎，考慮在兩種不同決策

下制定最適價格、需求量及生產量，以

期利潤最大化問題。最近，Kim 和 Lee[7]
提出探討在生產線上，擴充人力資源為

固定及變動情形下的最適價格批量問題

和分權與集權制度下最適生產與銷售協

調策略等問題。然而上述諸多文獻在探

討生產與銷售整合問題時，並未對每一

時點的價格變化對銷售速率影響進而又

影響生產時間長度的問題有所討論。

Chen 和 Chu[1]所探討之如何透過各時

點之價格的決定，來控制其產品銷售速

率，進而決定其零存貨時間長度與生產

時間終點，以期在給定的銷售期間總利

潤最大之產銷配合問題中卻未對生產速

率與銷售速率控制作一整合分析。本研

究針對在未來可生產與銷售的時間區間

內，且其相關產品的生產環境及銷售環

境係處於穩定狀態，亦即在未來的可銷

售時間區間內，產品的價格與數量變動

關係不變且決策者的認知估計改變不大

的情形下，建構一最適控制數學模式來

探討如何決定最佳生產速率與如何透過

不同時點價格的制定來控制每一時點的

銷售速率，以期在給定的銷售期間總利

潤最大。 

三、數學符號與假設  

參數與給定的函數  

],0[ T ：決策者擬定決策的一時間區間，

其中T為未來做決策之一時間長度 

h ：單位貨品儲存單位時間的持有成本 

tt asbP −= : 在 t 時點之需要函數，其中

],0[ Tt ∈ ， tP 為 t時點的價格，
ts 為 t時

點的銷售率， 0>a ， 0>b ，且

abst ≤≤0      

c q( )  ：生產率為q之單位時間的生產成

本，此項成本包含產品製造所發生固

定及變動成本，其中 0)0( ≥c ，

0)( >′ qc ， 0)( >′′ qc  
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ACMq ： 平均成本最小化的產出量，其中

ACMq 0≥ ，即
q
qc

q
qc

q
ACM

ACM )(min
)(
= ；亦即

ACMqqqcqqc ≥⇔≥− 0)()('  

PMq ：恆零存貨利潤最大化的產出量，

其中 PMq 0≥ ，即 PMq 為 

[ ])()(max qcqaqb
q

−− 的最佳解，亦即 

PMq 滿足 [ ] 0)(2 =
=

′−−
PMqq

qcaqb  

 

決策變數或函數 

y(t) : 在 ],0[ t 內的銷售量，

Ttt y ≤≤≤0 ，其中 yt 為 y 所對應之銷

售時間區間的終點， 0)0( =y 且

qtty ≤)(  ],0[ ytt∈∀   

q  ：產品的生產率(單位時間內的產量)  

q
ty y )( ： y 所對應之生產活動的時間終

點；即 ]
)(

0[
q
ty y

， 為生產時間區間，其

中 T
q
ty y ≤

)(  

yt : [ ]Tty ,0∈ 為 y 所對應之恆零存貨時

間長度，即維持生產速率與銷售速率

相同之時間長度，亦即 yt 為滿足等式

qtty =)( 的最大 t值(因 0)0( =y ，所以

此 yt 值必定存在) 

本文參考Chen和Chu[1]所提假設條件且

可得到在利潤最大化之下的 yt 必滿

足 Tt y = 。同時在此假設條件下產品的

生產率 q 將被限制在下列集合內考

慮： 

{ }0)()(| ≥−− qcqaqbq  

= { }ls qqqq ≤≤| ; 

其中 sq 及 lq 為滿足 

0)()( =−− qcqaqb 之兩個根。 

四、數學模式與最佳解 

對決策者而言在 ],0[ T 時間區

間，如何決定產品的生產速率q及如何

透過價格制定，來控制每一時點的銷售

速率 )(' ty ， Tt ≤≤0 ，使得在 ],0[ T 時間

區間獲取最大利潤之產銷配合數學

模式可表為: 

模式I: 

( ) ( )∫ −++′+′−=
T

yyqyq yt

qtaqbdtthytybtyaMaxMaxyqJ )()()(),(Max  2

),(

 

)(
2

)(
2

))y(c( 
22

ThTy
q
Thyhqt

q
Tq y −++−  

s.t. yy qtty =)( 且 qtty <)(  ],( Ttt y∈∀      

a
bty ≤′≤ )(0   

sq ≤ lqq ≤          

令
qy 為模式I固定q之下的一最佳解，則

由Chen和Chu[1]的最佳解求解的過程

中可得到最佳解
qy 如下： 

情況一： 

若 
a

hT
a

qcqbaqq 2
)()(0 <−+−−<   

則 ))()((2
a

qcqbaqq
h
aTt

qy
−+−

−−=         









∈∀+−−

∈∀
=

],[)(
4

],0[
)(

**

*

2 Tttqttt
a

h

ttqt
ty

yy

y

q

 

(即最佳解之狀況為部份零與部份正存貨政策) 

情況二：  

若 
a

hT
a

qcqbaqq
2

)()(
≥

−+−
−  則 

0=
qyt  

t
hTaq

qcqbaqahTaq
a

t
a

htyq 







−
−+−

+++−=
2

)()(42
4
1

4
)( 2

],0[ Tt∈∀   

],[ Ttt y∈∀
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(即最佳解之狀況為恆正存貨政策) 

 

情況三： 

若  0)()( ≤−+−− a
qcqbaqq  則          

Tt
qy =  

qttyq =)(    ],0[ Tt ∈∀   

(即最佳解之狀況為恆零存貨政策)   

 

至於如何決定模式 I 的最佳生產速率，

我們可考慮將模式 I 表示成模式 II。 

模式II  ),(max qqqq
yqJ

ls ≤≤

 

若令 *q 為模式II的最佳生產速率，則 *q 為

模式II最佳解的充要條件為 ),( *
*

q
yq 為模

式I的最佳解。令 ),()( qyqJqJ = ，將前述最

佳解
qy 代入目標函數可得下列關係式： 

(1)若
1Sq∈  

}0)()(|{1 ≤
−−

−≤≤=
a

qcqaqbqandqqqqS ls

則 [ ]TqcqaqbqJqJ )()()()( 1 −−==  

(2) 若
2Sq∈  

}
2

)()(|{2 a
hT

a
qcqaqbqandqqqqS ls ≤

−−
−≤≤=

則 

[ ]

[ ]
h
qa

h
aq

hq
qcqaqb

qcqaqb
h
a

qcqaqb

TqcqaqbqJqJ

62
)()(

)()(
3

4
)()(

)()()()(
32

2

+











−

−−
−−−−−+

−−==  

(3) 若
3Sq∈  

}
2

)()(|{3 a
hT

a
qcqaqbqandqqqqS ls ≥

−−
−≤≤=

則
a

Th
hTaqq

ThqTqcbqJqJ
48)2(8

))(22()()(
322

3 +
−
−−

==  

透過最佳解存在的性質與圖解分析討論

可得到模式I的最佳生產速率 *q 有下列

情況的發生： 

情況1: 若
PMACM qq ≤  則 

0)()(
≤

−−
−

a
qcqaqbq 且 

PMqq =*  

情況2: 若 
PMACM qq > 且 qqPM ≥ 則 

a
hT

a
qcqaqbq

2
)()(
≥

−−
− 且 qq =*  

情況3: 若 
PMACM qq > 且 qqPM < 則

a
hT

a
qcqaqbq

2
)()(0 <

−−
−< 且

[ ]ACMPM qqqq Θ∈ ,*  

五、結論 

本研究構建ㄧ個屬於產銷配合控

制問題的數學模式提供給決策者參考，

透過數學模式求解決策者只要考量平均

成本最小化的產出量 ACMq 及恆零存貨

利潤最大化產出量 PMq 之間相對大小關

係，即可決定此問題之最佳生產速率
*q ，進而決定最適存貨政策的型態，茲

說明如下： 

情況 I：若平均成本最小化的產出量，小

於或等於，恆零存貨利潤最大化的產

出量；則最佳生產速率為恆零存貨利

潤最大化的產出量，且決策者的最適

存貨政策為〝恆零存貨政策〞。 

情況 II：若平均成本最小化的產出量，

大於，恆零存貨利潤最大化的產出

量，且恆零存貨利潤最大化的產出

量，大於，生產速率上限，則最佳生

產速率為生產速率上限，且決策者的

最適存貨政策為〝恆正存貨政策〞。 

情況 III：若平均成本最小化的產出量，

大於，恆零存貨利潤最大化的產出
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量，且恆零存貨利潤最大化的產出

量，小於或等於，生產速率上限，

則需視各相關參數值的相對大小確

定後，最佳生產速率恆介於恆零存

貨利潤最大化的產出量及平均成本

最小化的產出量與生產速率上限之

最小值之間，且決策者的最適存貨

政策可能為〝恆零存貨政策〞、〝恆

正存貨政策〞或〝部份零與部份正

存貨政策〞三者之一。 

重視產銷配合經營的決策者，必須

迅速掌握供應、需求與市場三方面的訊

息，本文所構建之數學模式決策者可設

計一即時反應的自動機制；每天生產多

少可迅速通報生產單位及銷售價格變化

的訊息獲知可決定最適存貨政策且敏感

度分析亦可透過此自動機制獲得。 
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