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同質性產品不同交貨期之兩張訂單最佳生產計劃模式之探討

摘要

從事訂單式的生產計劃，生產成本、存貨成本與交貨期限此三者是製造商所關切的基本問題。

本文在考慮總成本含生產成本與存貨成本的情況下，探討同型態產品兩個不同交貨期之訂單

的生產計畫模式。在追求總成本最低且能如期交貨為目標的前題下，如何將問題製作成一個

可具體討論的數學模式，是本文處理的方式。對於模式之最佳解與最佳解中重要參數的敏感

度分析，則是本文的主要內容。利用研究的結果，本文提供一個如何決定新訂單的最佳生產

計劃，供從事生產計劃實務者在面對新訂單來臨時的參考依據。

關鍵字：生產計劃、生產速率、存貨管理、數學模式。

Abstract
Production cost, inventory cost and delivered date are three manufacturer’s concerns of production

plan for order. This paper explored models of production plans for order of the homogeneous

products of two different delivered dates taking into the consideration factors of total cost, including

the production cost and inventory cost. Taking the premises for the purpose of minimal cost and

punctual delivery of products, this paper proposed a process with tangible mathematical model.

The main outcomes of this paper were the optimal solution properties and the sensitivity analyses

for its key parameters in the model. By utilization the results of this research, this article provides

a methodology in deciding the optimal production control plan for new orders for the production

planners a base in dealing with new orders.

Keywords: Production plan; Production rate; Inventory management; Mathematical model
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１‧簡介

不論何時，當決策者考慮接受新的訂單後，決定生產的起始點與在任何給定時點之生產

速率的控制，此二者對於一個製造商在擴大其生產利潤或減低其生產總成本，是個很重要的

決策[1,2,3]。如果過早生產或生產速率過快，不僅有生產成本浪費的問題，同時其存貨亦將

快速累積成本。因此，基於生產成本與存貨成本因素的考量，過早生產或生產速率過快，都

並非是最適宜的。另一方面，如果太晚生產或生產速率過慢，則將會有無法如期交足貨品數

量的危機，這種危機不僅包括因延誤交貨或中途被退掉此訂單所造成的公司財務損失，也將

造成公司無形的商譽損失，甚至永遠流失顧客。正如 Soroush[4]在其文中所指出的，能符合

應交貨日期是生產計劃管理中最令人愉悅的目標。

在本文中所要探討的是同型態產品之訂單的生產計劃模式。對於一個製造商，假設在整

個製程中，其可供使用的資源均能充份供應的情況下，它仍必須面對著生產成本、存貨成本、

交貨數量與交貨期限等的壓力。這些壓力因素，有些是公司內部可以掌控的，而有些則是外

在無法掌控的，它是隨客戶訂單的需求而異。因此，當決策者在面臨新的訂單時，必須抉擇

在何時間點開始生產以及應以何種生產速率來從事生產，才能如期交足貨品數量且使得總成

本（含生產成本、存貨成本）為最小。

本文在滿足相關訂單需求且使得總成本為最小的情況下，首先探討單一交貨期之訂單的

生產計劃模式及其最佳解；然後再利用此單一交貨期之訂單生產計劃模式的結果，進一步探

討同型態產品兩個不同交貨期之訂單的生產計劃模式及其最佳解，同時探討最佳解的敏感度

分析。

２‧單一交貨期之訂單模式與最佳解

２.1 假設與符號
在本節中，數學模式製作的符號、意義及假設，介紹如下：

T ：生產者接到訂單之時間起點 0 至交貨時點T 之間的時間長度，即生產期間為 ],0[ T 。

B ：在T 時點生產者應交貨的貨品數量。

2c ：單位貨品在單位時間內之存貨成本，其中 02 c 為常數。

)(tw ：生產者在時間區間 ],0[ t 之累積產量，其中 0)0( w ， BTw )( 。

本研究稱 )(tw 為生產計劃函數，它是生產決策者的一個決策函數； )(' tw 為生產計劃函

數w在時點 t之生產速率。

wt ：為生產計劃函數w之生產起始點，  ],0[,0)( TttwtMaxtw  ；即

wtttw  0,0)( 且 Ttttw w  ,0)( 。

)(m ：此符號的意義為









0
0

,
,

0
)(

m
mm

m 。

本文假設在時點 t的生產率 y 的邊際生產成本，隨著生產速率 y 的增加而線性增加，且記
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作 yb，其中 0b 為常數。因此，在時點 t之生產率為 )(' tw 的生產成本為：


)('

0
))('(

tw

t dyybtwPC    21
2 )(')('

2
twctw

b
 ，式中 0

21 
b

c 為常數。

２.2 模式與最佳解
根據上面的符號意義及假設，我們可得在時間區間 ],[ Ttw 之總生產成本及總存貨成本分

別為
T

tw

dttwc 2
1 ))('( 及

T

tw

dttwc )(2 。如何尋求w使得其所對應之總成本為最小之問題的數學模

式，可表示如下：

(I)   









TtttwBTwtwts

dttwctwcMin

ww

T

tw
w

,0)(',)(,0)(..
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1

假設模式(I)的最佳解存在，並以符號 *w 表示模式(I)的最佳解，並令 *w
t 為 *w 定義域之左

端點。在此我們先忽略模式(I)之限制條件” 0)(' tw ],[ Ttt w ”，而考慮下列的模式：

(II)   









BTwtwts

dttwctwcMin

w

T

tw
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1

因為模式(I)比模式(II)多了一個限制條件” 0)(' tw ],[ Ttt w ”，而模式(II)是一個標準型的

變分法問題；因此，利用模式(II)之最佳解必須要滿足其尤拉方程式[5,6]以及該限制條件，我

們可以得 *w 如下：

令決策準則函數 1DF 如下：

1

2
2

2111 4
),,,(

c
Tc

BTBccDFDF  ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．(2.1)

情況 1：若 01 DF ，則 t
c
Tc

T
B

t
c

c
tw 










1
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1

2*

44
)( ， ],0[ Tt  。

情況 2：若 01 DF ，則 02 21*  cBcTt
w

，且  2

1

2*
*

4
)(

w
tt

c
c

tw  ， ],[ * Ttt
w

 。

結合情況 1 與情況 2，得最佳生產計劃為

    tTcBc
Tc

c
tt

c
c

tw
w






 


22
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1

22

1

2* 2
44

)( * ， ],[ * Ttt
w

 ．．．．．．．．(2.2)

式中   212* cBcTt
w

。

為了要利用單一交貨期之訂單模式所得之最佳解的結果，推展到兩個不同交貨期之訂單

模式的求解，令模式(I)之最佳解的目標值函數為 ),( TBL 如下：

   
T

Bt
BB

w

dttwctwcTBL
)(

*
2

2*
1

*

)()('),( ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．(2.3)
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３‧兩個不同交貨期之訂單模式的建立
假設廠商接獲訂單，生產計畫決策者之決策時點為 0t ，且此生產計畫被要求在未來的

1T 及 2T 時點須分別交貨品數量 1B 及 2B 單位，其中 12 TT  （其它的生產假設條件與符號，與第

2.1 節相同）。針對此兩個不同交貨期之訂單的生產計劃，決策者必須抉擇以何種的生產速率

與起始生產時點來從事生產，才能如期分別交足貨品數量且使得整個製程的總成本（含生產

成本、存貨成本）為最小。

令 x為滿足上述兩個不同交貨期訂單需求之生產計畫的可行解，其中 )(tx 表示在時間區

間 ],0[ t 之貨品累積量，為生產決策者的一個決策函數。令  ],0[,0)( 1TttxtMaxtx  為

生產計劃函數 x之生產起始點，則仿照第 2.1 節，我們可得在時間區間 ],[ 2Ttx 之兩個不同交

貨期之訂單生產計畫的數學模式如下：

(III)        








 
],[,0)(',)(,)(,0,0)(..
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利用變數變換，可將模式(III)中之第二個積分式，表示如下：
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0
112

2
11 ))()(())('(

TT

dtTxTtxcTtxc   12112 )( TTBTxc  。

任給定模式(III)的一個可行解 x，則此 x可對應一組函數 ),( zy 如下：








1211

1

0,)()()(
,)()(

TTtTxTtxtz
Ttttxty x ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．(3.1)

反之，任給一組函數 ),( zy ，y 為定義在 ],[ 1Tt y 之增函數，  ],0[,0)( 1TttytMaxt y  ；

z 為定義在 ],0[ 12 TT  之增函數；則利用(3.1)式， ),( zy 亦可對應模式(III)之其一可行解 x。

此外，因為 11)( BTx  ，故存在實數 ],0[ 2Ba ，使得 aBTx  11)( 。因此，利用(3.1)式與

aBTx  11)( ，模式(III)可表示如下：

(IV) )(
],0[ 2

afMin
Ba

其中
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對給定的a，模式(IV)之可行解 ),( aa zy 均與a有關；在此，我們將致力於尋找最適的a。

當給定函數 az 後，若令  ],0[,0)( 12 TTttztMaxt az  ，則在 )(af 中之第二個積



5

分式為  
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dttzctzc ；因此， )(af 可進一步表示如下：
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若令 )(1 aL 及 )(2 aL 分別為下列兩個模式在其最佳解時的目標值函數，則 )(af 可以再進一

步改寫成  12221 )()()( TTacaLaLaf  。
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利用(2.3)式，可得 )(af 及 )(' af 如下：

 12212211 ),(),()( TTacTTaBLTaBLaf 

 122
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)(' TTc

B
TTBL

B
TBL
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aBBaBB













更進一步得 0)('' af ， ],0[ 2Ba ；故得 )(' af 為 ],0[ 2Ba 上之嚴格增函數。

４．兩個不同交貨期訂單模式的求解
首先，我們尋求模式(IV)的最佳解，然後再利用(2.2)式及(3.1)式，得模式(III)的最佳解。

假設 *a 為模式(IV)的最佳解，求解 *a 如下：

情況 A：假設
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 時；則 *a 必滿足 0)(' * af ，即
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情況 B：假設
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 時；則 *a 必滿足 0)(' * af ，即
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利用符號  nmMinnm ,⊙  ，並令決策函數 ),,,,,( 21212122 TTBBccDFDF  如下：
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則綜合上述情況 A 與情況 B，得模式(IV)之最佳解 *a 如下：

(1) 當 02 DF 時，則 0* a 。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．(4.2)

(2) 當 02 DF 時，得 0* a 且 *a 如下：
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由(4.2)及(4.3)所得之 *a ，利用(2.2)式，可得 ),( ** aa
zy ；再利用(3.1)式，則得模式(III)之

最佳解 *x 如下：

(1)．當 02 DF 時，得
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式中 2
*0 Ba  且 *a 滿足(4.3)式。
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５‧分析與討論

在生產計畫的決策模式中，我們在乎的是起始生產點與在任何給定時點的生產速率，這

也是一個生產管理者重要的決策依據；其次，最佳解目標值函數隨著主要參數的變動，也可

以提供決策者作為決策的參考。本單元將著重在最佳起始生產點 *x
t 的分析；在此，當 0* x

t

時，我們稱生產計畫為「立即生產（Immediate Production; IP）」模式；當 0* x
t 時，稱為「延

後生產（Delayed Production; DP）」模式。

５.1 單一交貨期訂單模式分析

在(2.2)式中，模式(I)的最佳起始生產點為   212* cBcTt
w

，其決策準則工具為函數

1DF （參見(2.1)式），它是依參數 1c 、 2c 、B 、T 的大小而定，其中 1c 、 2c 為製造商內部的成

本因素，而B 、T 為客戶訂單的需求因素。廠商在接到單一交貨期的訂單時，若 01 DF ，則

得 0* w
t ，這表示決策者應採取 IP 模式；很明顯地，當 1c 愈大、 2c 愈小、B 愈大、T 愈小時，

愈支持此 IP 模式的決策。若 01 DF 時，則得 0* w
t ，這表示決策者基於成本因素的考量，

可稍延後一些時間再開始生產，較合乎節省成本的原則；很明顯地，當 1c 愈小、 2c 愈大、B 愈

小、T 愈大時，愈支持此 DP 模式的決策。因此，當廠商接到單一交貨期的訂單時，決策者

應事先評估函數 1DF 的值，以決定應採行 IP 或 DP 的生產計畫模式。

５.2 兩個不同交貨期之訂單模式分析
兩個不同交貨期之訂單生產計畫模式的求解，是利用單一交貨期訂單模式的結果而得，

其結果有可能退化為各自獨立的單一交貨期之訂單生產計畫模式，其決策準則工具為函數

2DF （參見(4.1)式）；當 02 DF 時，得 0* a ，這表示兩個不同交貨期之訂單實為兩個各自獨

立的單一交貨期訂單之生產計畫模式；而當 02 DF 時，得 0* a ，這表示兩個不同交貨期之

訂單在第一期交貨前，應額外多生產 *a 的數量，以應付第二期交貨之需。

對決策者而言，他所關心的是在接到訂單時的最初決策。因此，在本單元，除了對 *a 的

探討外，我們將專注在起始生產點的分析，以探討其是為 IP 或 DP 模式。為了方便討論，令

決策準則函數 3DF 及 4DF 分別如下：

1

2
12

1112133 4
),,,(

c
Tc

BTBccDFDF  ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．(5.1)

 
1

2
122

22122144 4
),,,,(

c
TTc

BTTBccDFDF


 ．．．．．．．．．．．．．．．．．．(5.2)

(1)．當 02 DF 時，最佳解為(4.4)式，且 0* a 。

這表示第二期交貨數量相對地並非緊迫；因此，在時間點 1T 及 2T 分別交貨 1B 及 2B 單位的

生產模式，可分別視為在時間區間 ],0[ 1T 生產 1B 單位及在時間區間 ],[ 21 TT 生產 2B 單位的單

一期交貨之訂單模式，這個結果可由 *
1x

t 及 *
2x

t 明顯看出。此外，在時間區間 ],[ 1*
1

Tt
x

之最佳生
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產計畫 )(*
1 tx 與 2B 無關；在時間區間 ],[ 2*

2
Tt

x
之最佳生產計畫 )(*

2 tx ，除了必須加入第一階段已

生產的量 1B 外（但在 1T 時點已交貨），其它生產過程與 1B 無關。

(2)．當 02 DF 時，最佳解為(4.5)式，且 0* a 。

此表示在第一期交貨之生產期間必須要多生產 *a 的量，即表示第二期交貨數量相對地緊

迫；因此，在第一期交貨時點 1T 交貨之前的累積產量必然與 2B 有關。然而，在整個製程中基

於成本因素的考量，在時間區間 ],0[ 1T 的生產不必然為 IP 模式；但在時間區間 ],[ 21 TT 的生

產卻必為 IP 模式。

５.3 兩個不同交貨期訂單模式之決策分析
對於兩個不同交貨期之訂單模式的最佳解(4.4)式及(4.5)式，如果我們再更進一步詳細分

析，則可得七種不同的生產決策模式（以 )(* ty 、 )(* tz 型式表之；參考(3.1)式），如表(1)所示

（見附錄 A）。

對於表(1)中所提出的七種不同的生產決策模式，我們可以更進一步地將它作成決策模式

流程，如圖(1)所示（見附錄 B），以方便決策者的決策活動。對管理者而言，當接到訂單時，

他必須要在最短的時間內決定應採行的生產模式，圖(1)的決策模式流程，提供了兩個不同交

貨期之生產決策最好、最便捷的工具，它具有實務上的價值。

６‧結論
對於本研究，在相關的假設（在第 2.1 節與第 3 節）前題下，我們得重要的結果如下：

第一、對於單一交貨期之訂單最佳生產計劃函數為 *w （參考(2.2)式），決策者應採取 IP 或 DP
模式的決策準則工具為函數 1DF 之值（參考(2.1)式），其決策準則如下：

(1)．若 01 DF ，則最佳起始生產點 0* w
t ，決策者應採取 IP 模式。

(2)．若 01 DF ，則最佳起始生產點 0* w
t ，決策者應採取 DP 模式，且其延後生產的

時間長度為 *w
t 之值，即為 21 /2 cBcT  。

第二、對於兩個不同交貨期之訂單最佳生產計劃函數為 *x （參考(4.4)及(4.5)式），決策者應否

採行兩個各自獨立的單一交貨期訂單生產模式的決策準則工具為函數 2DF 之值（參考

(4.1)式），其決策準則如下：

(1)．若 02 DF ，則 0* a ，決策者應採行兩個各自獨立的單一交貨期訂單模式。

(2)．若 02 DF ，則 0* a ，決策者在第一期交貨前必須額外多生產一些，以應付第二

期交貨之需，其最佳額外生產的數量為 *a 之值（參考(4.3)式）。

第三、對於兩個不同交貨期之訂單最佳生產計劃，當採行兩個各自獨立的單一交貨期訂單模

式之生產計畫（參考(4.4)式）時，其為 IP 或 DP 模式，分別取決函數 3DF 及 4DF 之值

（參考(5.1)及(5.2)式），如下：

(1)．若 03 DF ，則第一期最佳生產計畫 )(*
1 tx 為 IP 模式；否則， )(*

1 tx 為 DP 模式。
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(2)．若 04 DF ，則第二期最佳生產計畫 )(*
2 tx 為 IP 模式；否則， )(*

2 tx 為 DP 模式。

第四、對於兩個不同交貨期之訂單最佳生產計劃，當於第一期交貨前必須額外多生產 *a 的量

以應付第二期交貨之需時，第二期最佳生產計畫 )(*
4 tx 必為 IP 模式，而第一期最佳生產

計畫 )(*
3 tx 是否為 DP 模式，則同時取決於條件 3DF 與 *

3 aDF  之值；當 03 DF 且

0*
3 aDF 時，則 )(*

3 tx 為 DP 模式。

第五、在本文中，由單位時間 t的生產成本與存貨成本的假設可知，在第一次交貨後，存貨成

本已消除大部份；然而，生產成本的壓力仍然繼續存留著；因此，由 *a 的敏感度分析

知，當訂單需求因素 1T 、 2T 、 1B 、 2B 維持不變，而成本因素 1c 增加、 2c 減小時，提早

多生產一些對生產者在追求成本最小化的目標上較為有利。

第六、對於兩個不同交貨期之訂單的最佳生產計劃，我們進一步提供了七種不同的生產決策

模式並製做成決策流程（參考附錄 A 及 B）；決策管理者只需要依據內部成本因素及外

部顧客訂單之需求因素，就可以很快決定出應採行的最佳生產計畫模式，並付諸執行，

達成目標。

一個管理者首應注重的是「決策」活動；好的決策，不僅可以使資源作有效及充份的利

用，同時也可以更精準地達成生產管理目標。在本文中，對於一個製造商而言，參數 1c 、 2c 長

期仍可能為其內部的因素；而參數T 、B 、 1T 、 2T 、 1B 、 2B 等則恆為外在無法控制的因素，

它們是隨著客戶的訂單需求而定。因此，不同客戶的訂單，須採用的生產計畫模式（參附錄

B 之圖(1)）就不盡相同；在本文中的敏感度分析，亦可提供決策者作為其內部因素控管與因

應外在因素變化的參考。
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８‧計畫成果自評

本研究的內容除原先考量以訂單作區隔改為以交貨期作區隔外，與原計畫大致相符合。

在目標達成方面，除了電腦程式的製作正在進行中外，其餘均已達成。在學術或應用上，本

研究係以模式建構與推導為主，推導方式及使用方法在學術上具有一定的價值；至於在實務

應用上，因為參數條件的限制，可能稍嫌不足。本研究適合在生產管理方面的期刊作學術文

章的發表，正積極進行中；然而，未有可供推廣之研發或專利。

９‧附錄

附錄 A：
表(1)：兩個不同交貨期訂單模式之決策分析

決策準則 第一期： )(* ty 第二期： )(* tz 模式

04 DF IP； )(*
1 ty , ],0[ 1Tt  IP； )(*

1 tz , ],0[ 12 TTt  M1
12 DB  ,

0* a 04 DF IP； )(*
2 ty , ],0[ 1Tt  DP； )(*

2 tz , ],[ 12* TTtt
z

 M203 DF

12 DB  , 3
* Da  IP； )(*

3 ty , ],0[ 1Tt  IP； )(*
3 tz , ],0[ 12 TTt  M3

04 DF DP； )(*
4 ty , ],[ 1* Ttt

y
 IP； )(*

4 tz , ],0[ 12 TTt  M4
22 DB  ,

0* a 04 DF DP； )(*
5 ty , ],[ 1* Ttt

y
 DP； )(*

5 tz , ],[ 12* TTtt
z

 M5

0*
3 aDF DP； )(*

6 ty , ],[ 1* Ttt
y

 IP； )(*
6 tz , ],0[ 12 TTt  M6

03 DF
22 DB  ,

4
* Da  0*

3 aDF IP； )(*
7 ty , ],0[ 1Tt  IP； )(*

7 tz , ],0[ 12 TTt  M7

註：  
2

*
11

* 21 c
aBc

y
Tt  、    

2

*
21

* 212 c
aBc

z
TTt  ：參考(4.4)及(4.5)式。

3DF 、 4DF ；參考(5.1)及(5.2)式。
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附錄 B：
圖(1)：兩個不同交貨期訂單之決策模式流程
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